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11. Große Übung

Aufgabe G.11.1

Sei V “ Rn und sei ψ : V Ñ V eine selbstadjungierte lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass durch

r , s : V ˆ V Ñ R, pv, wq ÞÑ rv, ws :“ xψpvq, wy,

eine symmetrische Bilinearform definiert wird.
(Es ist x , y das Standard-Skalarprodukt auf V .)

Aufgabe G.11.2

Sei B “ tv1, . . . , vnu eine Basis des euklidischen Vektorraums V . Zeigen Sie, dass eine lineare Abbildung f : V Ñ V
genau dann selbstadjungiert ist, wenn gilt:

xfpviq, vjy “ xvi, fpvjqy für alle 1 ď i, j ď n.
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Aufgabe G.9.7

Sei K ein Körper und V ein K-Veltorraum mit symmetrischer Bilinearform x , y. Wir definieren das Radikal R der
Bilinearform durch

R “ tv P V | vK “ V u.

Zeigen Sie, dass R ein Unterraum von V ist.

Aufgabe G.9.8

Sei V ein reeller Vektorraum mit Basis B “ tv1, . . . , vnu. Für zwei Vektoren

v “
n

ÿ

i“1

kivi P V und w “
n

ÿ

i“1

hivi P V

definieren wir eine Bilinearform x , y durch

xv, wy “ k1h1 ` k2h2 ` . . .` kn´1hn´1 ´ knhn.

(a) Bestimmen Sie das Radikal R von x , y.

(b) Bestimmen Sie die Dimension von R.

Aufgabe G.10.7

Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Zu v P V definieren wir

Φv : V ˚ Ñ K, f ÞÑ fpvq.

Somit gilt Φv P V
˚˚.

(a) Zeigen Sie, dass die nachstehende Abbildung K-linear und injektiv ist:

Φ : V Ñ V ˚˚, v ÞÑ Φv, mit Φvpfq “ fpvq.

(b) Zeigen Sie, dass im Fall von dimKpV q “ n ă 8 gilt: dimKpV
˚˚q “ n.
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