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10. Große Übung

Aufgabe G.10.1

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt x , y. Zeigen Sie, dass eine lineare Abbildung f : V Ñ V genau
dann orthogonal ist, wenn für alle v P V gilt: ‖fpvq‖ “ ‖v‖.

Aufgabe G.10.2

Sei V “ R2 und M Ď R2 mit M “ tv “ pv1, v2q P V | 2 ď v1 ď 3, 1 ď v2 ď 2u. Sei weiter N Ď V , wobei N alle
Elemente von V umfasst, die im Quadrat mit den Ecken a, b, c, d P V liegen mit
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(a) Skizzieren Sie die Mengen M und N im R2.

(b) Geben Sie, wenn möglich, eine lineare Abbildung f : R2 Ñ R2 an, sodass fpMq “ N gilt.

Aufgabe G.10.3

(a) Sei V “ R3 und U ď V mit U “ xp
?

2,
?

2, 2qy. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis B1 von U . Ergänzen
Sie anschließend B1 zu einer Orthonormalbasis B von V .

(b) Sei V “ R4 und U ď V mit Basis C “ tp1, 1, 1, 1q, p´1, 1,´1, 1q, p1, 1,´1,´1qu. Nutzen Sie den Satz von
Schmidt und bestimmen Sie ausgehend von C eine Orthonormalbasis B1 von U . Ergänzen Sie anschließend B1
zu einer Orthonormalbasis B von V .
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Definition: Dualraum
Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Es sei V ˚ die Menge aller K-linearen Abbildungen V Ñ K. Man nennt
V ˚ den Dualraum zu V .

Aufgabe G.10.4

Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass V ˚ ebenfalls ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe G.10.5

Sei V ein K-Vektorraum mit dimKpV q “ n ă 8.

(a) Geben Sie eine Basis für V ˚ an.

(b) Zeigen Sie: dimKpV
˚q “ n.

Definition: Duale Abbildung
Sei K ein Körper und seien V und W K-Vektorräume. Sei F : V ÑW eine K-lineare Abbildung. Dann definiert F˚

durch

F˚ : W˚ Ñ V ˚, f ÞÑ F˚pfq “ f ˝ F,

eine lineare Abbildung zwischen den Dualräumen. Diese Abbildung wird die zu F duale Abbildung genannt.

Aufgabe G.10.6

Sei K ein Körper und seien V und W K-Vektorräume. Sei HompV,W q die Menge aller linearen Abbildungen V ÑW
und analog sei HompW˚, V ˚q die Menge aller linearen Abbildungen W˚ Ñ V ˚.

(a) Zeigen Sie, dass

˚ : HompV,W q Ñ HompW˚, V ˚q, F ÞÑ F˚,

eine K-lineare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie: Wenn F P HompV,W q injektiv ist, dann ist F˚ P HompW˚, V ˚q surjektiv.

(c) Zeigen Sie: Wenn F P HompV,W q surjektiv ist, dann ist F˚ P HompW˚, V ˚q injektiv.

Definition: Bidualraum
Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum mit Dualraum V ˚. Der Dualraum zu V ˚ ist pV ˚q˚ “ V ˚˚ und heißt
Bidualraum zu V .

Aufgabe G.10.7

Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Zu v P V definieren wir

Φv : V ˚ Ñ K, f ÞÑ fpvq.

Somit gilt Φv P V
˚˚.

(a) Zeigen Sie, dass die nachstehende Abbildung K-linear und injektiv ist:

Φ : V Ñ V ˚˚, v ÞÑ Φv, mit Φvpfq “ fpvq.

(b) Zeigen Sie, dass im Fall von dimKpV q “ n ă 8 gilt: dimKpV
˚˚q “ n.

Aufgaben für den 23. Januar 2018


