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9. Große Übung

Aufgabe G.8.5

Welche der nachstehenden Matrizen sind diagonalisierbar?
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Aufgabe G.9.1

Sei n P N. Betrachten Sie den euklidischen Vektorraum Rn. Zeigen Sie, dass das Standard-Skalarprodukt auf Rn

folgende Eigenschaft hat:

x , y : Rn ˆ Rn Ñ R, pv, wq ÞÑ xv, wy :“ ‖v‖ ¨ ‖w‖ ¨ cospϕq,

wobei ϕ der von v und w eingeschlossene Winkel in der von v und w aufgespannten Ebene ist und wobei ϕ “ 0 gilt,
falls v und w parallel sind.

Aufgabe G.9.2

Sei K ein Körper und V “ Kn ein K-Vektorraum mit Bilinearform x , y. Zeigen Sie, dass der Nullvektor orthogonal
zu jedem Vektor v P V ist.

Aufgabe G.9.3

Geben Sie für den Vektorraum Rn eine Grammatrix eines Skalarproduktes an, deren sämtliche Einträge von Null
verschieden sind.
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Aufgabe G.9.4

Sei A P Rnˆn eine diagonalisierbare Matrix. Zeigen Sie: A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von
A größer als Null sind.

Aufgabe G.9.5

Im folgenden sind Grammatrizen zu verschiedenen Bilinearformen von R4 gegeben. Entscheiden Sie jeweils, ob die
dadurch definierten Bilinearformen positiv definit sind.
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Aufgabe G.9.6

Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass die Menge der symmetrischen Matrizen aus Knˆn einen Vektorraum bilden.
Bestimmen Sie die Dimension dieses Vektorraums.

Aufgabe G.9.7

Sei K ein Körper und V ein K-Veltorraum mit symmetrischer Bilinearform x , y. Wir definieren das Radikal R der
Bilinearform durch

R “ tv P V | vK “ V u.

Zeigen Sie, dass R ein Unterraum von V ist.

Aufgabe G.9.8

Sei V ein reeller Vektorraum mit Basis B “ tv1, . . . , vnu. Für zwei Vektoren

v “
n
ÿ

i“1

kivi P V und w “
n
ÿ

i“1

hivi P V

definieren wir eine Bilinearform x , y durch

xv, wy “ k1h1 ` k2h2 ` . . .` kn´1hn´1 ´ knhn.

(a) Bestimmen Sie das Radikal R von x , y.

(b) Bestimmen Sie die Dimension von R.
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