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4. Große Übung

Aufgabe G.3.5

Sei K ein Körper und sei V “ KN die Menge alle Folgen über K. Es werden auf V die folgenden Verknüpfungen
definiert:

` : V ˆ V Ñ V, ppaiq
8
i“1, pbiq

8
i“1q ÞÑ paiq

8
i“1 ` pbiq

8
i“1 “ ppai ` biq

8
i“1,

¨ : Kˆ V Ñ V, pλ, paiq
8
i“1q ÞÑ λ ¨ paiq

8
i“1 “ ppλaiq

8
i“1.

Zu einer Folge a “ paiq
8
i“1 P V wird der Träger (engl.

”
support“) von a definiert als

supppaq :“ tn P N | an ‰ 0u.

Sei Vc “ ta P V | |supppaq| ă 8u Ď V .

(a) Zeigen Sie, dass V ein K-Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass Vc ein Unterraum von V ist.

Aufgabe G.3.6

Sei V “ ta “ paiq
8
i“1 P KN | ai “ ai´2 ` ai´1 für i ě 3u Ď KN.

(a) Zeigen Sie, dass V ein K-Vektorraum ist.

(b) Bestimmen Sie die Dimension von V und geben Sie eine Basis an.
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Aufgabe G.4.1

Lösen Sie das nachstehende lineare Gleichungssystem über den rationalen Zahlen.

¨

˚

˝

0 0 1

0 0 2

1 0 3

˛

‹

‚

xT “

¨

˚

˝

1

2

0

˛

‹

‚

.

Aufgabe G.4.2

Prüfen Sie in den nachstehenden Fällen, ob die angegebenen Funktionen linear sind. Untersuchen Sie die Funktionen
weiterhin auf Injektivität, Surjektivität und Bijektivität.

(a) f1 : Q3 Ñ Q, px1, x2, x3q ÞÑ px1x2, x3q.

(b) f2 : Q2 Ñ Q2, px1, x2q ÞÑ p3x1 ` 1, 3x2 ` 1q.

(c) f3 : Q2 Ñ Q3, px1, x2q ÞÑ p3x1 ` x2,´x1 ` 3x2, 0q.

(d) f4 : Zp Ñ Zp, x ÞÑ xp, für eine Primzahl p P N.

(e) f5 : Z3 Ñ Z3, x ÞÑ x2.

(f) f5 : Z4
11 Ñ Z2

11, px1, x2, x3, x4q ÞÑ px1 ` x3, x2 ` 3x4q.

Aufgabe G.4.3

Sei K ein beliebiger Körper. Sei V “ KN0 der Vektorraum der Zahlenfolgen in K und sei Vc der Vektorraum der
Zahlenfolgen in K mit endlichem Träger (vergleiche Aufgabe G.3.5). Sei W der Vektorraum der Polynome über K
(vergleiche Aufgabe G.3.1). Sei weiter:

g : Vc ÑW, paiq
8
i“0 ÞÑ

8
ÿ

i“0

aix
i.

(a) Ist g wohldefiniert?

(b) Untersuchen Sie g auf Linearität, Injektivität, Surjektivität und Bijektivität.

(c) Lässt sich die Funktion g auf den Definitionsbereich V verallgemeinern?
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