€9. Duale Operatoren.
9.1. Definition. Es seien X, Y normierte VRe, und es sei T € B(X,Y). Der lineare
Operator T : Y’ — X', definiert durch
Tp:=poT, peY', (9.1a)
d.h.,
(T'p)(z) = p(Tx), VoeY', VzelX, (9.1d)
heifit der zu T duale Operator (oder: die Adjungierte). Es ist T" € B(Y', X'); s.u.!

Notation mit dualer Paarung:

(T, 80>y7y/ = (x, T’(p)va, , reX, peY (9.1c)

Bemerkungen.

(1) Wegen T € B(X,Y) und ¢ € B(Y,C) ist in der Tat T’ = p o T : X — C ein stetiges
lineares Funktional, d.h., T"¢ € X'.

(2) Es ist

1T ¢l =pet sup  [(T"¢)(2)]
veX, x| <1

=w©.1) sup |p(Tx)]
reX,|z|<1

< sup ([ely. |Tz]y)
2l <1

< lely I Tlsx,yy sup lz]x
a1 <1

=lely 1Tlsx,vy -
Es folgt
1T s xy < 1 Tlgex v - (9.2)

(3) Fiir T € B(X,Y) und S € B(Y, Z) gilt
(SoT) =T 08 € B(Z',X'). (9.3)
Beweis von (9.3): Seip € Z', ¢ := S =105 €Y' Dann:
T oSy =T¢p=poT =tpoSoT =(SoT) .

(4) Wiederholung: Die kanonische Einbettung Jx: X — X"

Wir kénnen X mittels einer kanonischen Abbildung isometrisch isomorph in X" einbet-
ten; insbesondere konnen wir X als Unterraum von X’ auffassen:

Dazu definieren wir eine lineare Abbildung Jx, die jedem Element x € X ein stetiges
lineares Funktional auf X’ durch Transposition zuordnet:

Jx(z): X' — C, Ix(2)(p) == p(x), Ve X'; (3.12)
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wir schreiben kurz
I(p) == Jx(x)(p). (3.13)

Haufig verwendet man die folgende suggestive Schreibweise, die die duale Paarung her-
vorhebt:

(z, 90>X”,X' = (¢, m)X’,X‘ (3.14)
Wegen
()] = le@)| < el lelx,  Vee X, (3.15)
ist Jx(x) € (X’)'. Genauer gilt:

3.21. Satz. Die kanonische Abbildung
Jx : X — X”,

definiert durch
Ix(z) =2,  &(p)=¢), VYpeX,

ist eine isometrische Abbildung von X nach X" .
Bem.: X ist genau dann reflexiv, wenn Jx surjektiv ist. Ende der Wiederholung.
Seien Jx und Jy die kanonischen Einbettungen
Jx : X — X", Jy Y =Y.
Fiir die “biduale” Abbildung 7" := (T")" mit 7" € B(X",Y") gilt dann
JyoT =T"0Jx. (9.4)

Wenn X zusétzlich reflexiv ist, dann ist Jx: X < X" bijektiv und wir kdnnen (9.4)
schreiben als
T" =JyoToJx'. (9.5)

Beweis von (9.4). Fiir alle x € X, ¢ € Y/ ist (mit (3.12) und (9.1))

(Jy (Tz)) (¢) =@.12) ¢(T2) =9.1) (T"¢)()
=@.12) (Jx (@)(T'p) = (T"Ix (z)) (¢);
der letzte Schritt folgt mit (9.1) nach Substitution geeigneter Symbole: ersetze ¢ in (9.1)

durch Jx(z), z in (9.1b) durch ¢, T durch 77, T" durch 7" und Y’ durch X”.
Derselbe Beweis in Notation mit (., .):

(Jy (Tz), ©)yn Y = =Tz 790>YY/
=(z, T >X X/
= (Jx (@), T'¢)xn x
=

T”JX( ) 90>Y// Y/
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9.2. Satz. |T"| = |T.

Beweis. Wir haben bereits |T7| < |T'| gezeigt. Wegen
JyoT =T"0Jx

ist andrerseits (beachte Jx und Jy isometrisch!)

IT| = |Jy oT)|
=|T" o Jx]|
<|T"| |Jx]|
=|7"],

mithin
IT'] <7 < |77 < |T'] -

9.3. Satz. FEs seien X,Y BRe, und es sei T € B(X,Y). Fir den dualen Operator T" €
B(Y', X") gilt dann

L (RanT’) = Ker T, (RanT)* = KerT".

Bemerkung: Vergleiche mit Hilbertraum, Zusammenhang zwischen A und A*.
Beweis. Fiir ¢ € Y’ gilt:

pekerT < T'p=0
= (2, T'p)x x, =0, YVzeX
= Tz, p)yy =0, VreX,
— ¢ e (RanT)" .

Wir ergénzen noch €5 (Resolvente und Spektrum) mit einem grundlegenden Satz iiber
das Spektrum dualer Operatoren:

9.4. Theorem.
Set X BR, T € B(X) und T'" € B(X") der zu T duale Operator. Dann gilt

o(T)=o(T’), o) =o(T"), [T=N"T=T"=N"" VAeo)
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Dieser Satz von Phillips gilt analog fiir unbeschrankte Operatoren. Der folgende Beweis
war nicht Teil der Vorlesung.

Beweis. ([K; p. 169], [Y; p. 224/25))

Es geniigt, den Fall A = 0 zu betrachten.

(1) Sei 0 € o(T). Dann ist T: X — Y bijektiv mit 771 € B(Y, X). Dann ist (T~!)" €
B(X')Y"). Fir ¢ € Y/, v € Y rechnen wir aus

(=T, U>Y’,Y =(T'p, T_1U>X’,X = (e, TT_1U>Y’,Y = (¢, vy ys

also gilt (T—1)'T"¢ = ¢ fiir alle p € Y.
Andrerseits haben wir fir £ € X’ und u € X

<<T_1)/§’ TU>Y’,Y = (¢, T_lT“>X/,X =(§, wx x>

also folgt T"(T~1)'¢ = ¢ fiir alle £ € X'. Die beiden so erzielten Gleichungen implizieren,
dafl T’ injektiv und surjektiv ist und daf} die Inverse mit (7!)’ {ibereinstimmt.

(2) Sein nun umgekehrt 0 € o(7”), d.h., (T")~! € B(X',Y’). Fiir £ € X’ und u € X gilt
dann

<(T/)_157 Tu>y/,y = <T/(T,>_1€v u>X’,X = (¢, u)X’,X :

Zu jedem u € X gibt es aber nach Kor. 7.15 ein “tangentiales Funktional” £ € X’ mit
€] v, = 1 und £(u) = |u|. Wenn wir in der vorangehenden Rechnung dieses £ verwen-
den, so erhalten wir

[ul = (T) '€, Tu)y, , < (T [ 1Tul < [(@) 7 1ENTul = [[(T) [ 1Tl

Foglich ist 7" injektiv mit ||77| < ||(7”)~"|, wobei T~! als Abbildung von Ran(T’) C Y
nach X zu verstehen ist. Da T—! beschrinkte Norm hat, ist das Bild Ran(7") abgeschlossen,
und wir miissen nur noch zeigen, dafl Ran(7") schon ganz Y ist. Dazu geniigt es nun zu
zeigen, daf} es kein 0 # ¢ € Y’ gibt mit p(y) = 0 fiir alle y € Ran(T). Wegen T’ in-
vertierbar ist aber Ker(T”) = {0} und mit Satz 9.3 folgt Ran(T)* = {0}. i

9.5. Bemerkung. Im Hilbertraum verwendet man fiir die duale Paarung das Skalarpro-
dukt, das im 1. Argument linear, im 2. Argument aber konjugiert linear ist. Daher ar-
beitet man nicht mit dem zu A € B(H) dualen Operator A’, sondern mit dem adjungierten
Operator A*, der durch die Gleichung

(Az, y) = (z, A%y), Vr,y € H,

definiert ist. (Existenz und Wohldefiniertheit von A* folgen leicht mit dem Rieszschen
Darstellungssatz. Fiir das Spektrum gilt dann o(A*) = o(A); aulerdem gilt

[(A-N7 =@ - N, VA € o(A).
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