8. Die Fouriertransformation auf klassischen Funktionenraumen.

In diesem Paragraphen untersuchen wir den Zusammenhang zwischen der Fouriertrafo
als Abb. von &’ nach 8’ und den “klassischen” Definitionen von F als Abb. von L; —
Co bzw. von Ly — Lo, etc.

8.1. Theorem. (Riemann-Lebesgue)
(a) Die FT F:S(R™) — S(R™) lafst sich in eindeutiger Weise zu einer stetigen Abb. von
Li(R™) nach Cy(R™) fortsetzen (aber nicht surjektiv!).

(b) Fiir diese Fortsetzung gilt die Formel

A~

F(k) = (2m)m0? / e R f(e)de,  feLy(R™), keR™

(¢) Diese Fortsetzung stimmt tberein mit der Finschrinkung von =~ : 8§ — S’ auf
Li(R™).

Beweis.
(1) Fiir f € S(R™)ist f € S(R™) C Co(R™), nach Thm. 7.3. Weiter gilt die Ab-
schatzung

lf]_<em i, ses.

Da S(R™) dicht ist in L;(R™), sehen wir, daf§ F eine beschrénkte Abbildung von einem
dichten Teilraum von L;(R™) nach Cy(R"™) ist. Nach dem B.L.T.-Theorem (zitiert di-
rekt nach Thm. 7.8) 148t sich F in eindeutiger Weise zu einer stetigen Abb. von L;(R™)
nach Cy(R™) fortsetzen.

(2) Es folgt: Falls f € Ly und (¢,,) C S mit |p, — f|; = 0, dann gilt

f_ﬁén _>O;

oo

insbesondere gilt

fli = 2my 2 [ e flayda —tim () - (2m) " [ e o)

m m

= Jim (2m) " [ e (o) - (o)

n—oo

=0.

(3) Fiir f € L; und ¢ € S gilt nach Definition der Fouriertransformation als Abb. von &’
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nach &', daf3

~

T3() = £4(p) = / F ()@ (x)da

/f ( m/Q/e‘iw'ysO(wdy) dx
i [ (@0 [ e @)ar) )iy
z/f(y)so(y)dx
=L5(9)
wobei f die klassische FT von f bezeichnet. i
8.2. Bemerkung. Die FT F: L;(R™) — Co(R™) ist nicht surjektiv. Vgl. UA.

Wir wenden uns jetzt dem Satz von Plancherel zu:

8.3. Theorem. (Plancherel; vgl. Thm. 7.8)
Die Abbildung F:S(R™) — S(R™) lafit sich (in eindeutiger Weise) zu einer unitéren
Abbildung F: Lo(R™) — Lo(R™) fortsetzen. Fiir diese Fortsetzung gilt:

F(k) = Lim. g_yoo (2m)™/? / e R f(yde,  Yf e Ly(R™), (8.1)

|z|<R

wobei l.im. den Limes in Lo(R™) bezeichnet; die Gleichung (8.1) gilt dabei punktweise
fiir alle k € R™\ N, N Nullmenge.*)

Die Fortsetzung auf Lo(R™) stimmt dberein mit der Einschrinkung von F:S8" — S’ auf
Lo (R™).

Beweis.
(1) Die Fortsetzung von S auf L ist Inhalt von Thm. 7.8.
(2) Wir beweisen nun Gl. (8.1): Fiir R > 0 sei

_J1, |z <R,
XE=30, |2|>R

Fir f € Ly ist dann xrf € L1 N Lo und es gilt
xrf — f in Lo, R — oo.
Nach Thm. 7.8 gilt also auch

X/;f—>f in Lo, R — oo.

Dies bedeutet genauer: Wenn die Folge (Ry) C (0,00) gegen oo konvergiert, dann gibt es
eine Teilfolge (Ry,) so, daf die RS von (8.1) fiir j — oo punktweise f.i. konvergiert.
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Wegen xrf € Ly ist dabei

xnf(k) = (2m)~"/> . e " xr(2) f(z)dz

- (27r)_m/2/|KRe‘”"“f(x)dx,

fiir alle £ € R™. Also gilt

f— (2my 2 / e f(2)da

|z|<R

Ly(R™)

und (8.1) folgt.
(3) Es bezeichne fiir den Moment Fp,, die FT als Abb. von Ly — Lo, und Fgs/ die FT als
Abb. von 8 nach §’. Wir zeigen

Fsrov=10Fy,
auf Lo(R™), wobei t: Ly < S’ die kanonische Einbettung bezeichnet.

Sei dazu f € Lo und (¢,,) C S mit ¢, — f in Lo.
Fir bel. ¢ € § gilt dann

(Fsily) (p) = £5(9)

= lim [ o,(x)p(x)dx

n— 00
i Jim [ fn(e)o(e)da

~ [ Fr.p @eta)ds
- Z}—sz(go)a
denn aus ¢, — f in Ly folgt wegen Thm. 7.8, da8l ¢,, = Fr,f in Lo. i

Bemerkung. Wir haben gezeigt, dafl : L; — Lo, und F: Ly — Lo stetig sind. Mit
Hilfe der komplexen Interpolationstheorie kann man aus diesen beiden Eigenschaften die
Hausdorff- Young- Ungleichung folgern:

Sei 1 < ¢ <2 und sei 2 < p < oo mit 1—17 + é = 1. Dann ist F: Ly(R™) — L,(R™) stetig
mit Norm < (2m)™(1/2=1/9) d.h., es gilt die Ungleichung

f

L < (27T)m(1/2_1/q) ”f“Lq ) J €Ly

(Vgl. [RS-II; Section IX.4 u. Appendix]). Man verwendet den Interpolationssatz von
Riesz und Thorin, der auf dem HADAMARDschen 3-Liniensatz beruht.
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8.5. Bemerkung. In dhnlicher Weise kann man zeigen, dafl die “klassische” Fourier-
transformation einer stetigen Funktion f:R — R, die in (1,00) und in (—oo, —1) mono-
ton gegen Null fallt mit x — 400 und fiir die z — z f(x) beschrankt ist, mit der FT im
Sinne von &’ iibereinstimmt. (UA)

Wir kommen nun zum Satz von Bochner, der sich mit der FT der endlichen (positiven)
Mafe beschaftigt. Mafle sind per definitionem positiv; andernfalls spricht man von “sig-
nierten Maflen.” Ein Mafl 1 auf dem Grundraum (2 heifit endlich, wenn p(2) < oo ist.
Das Lebesgue-Mafl auf dem R™ ist nicht endlich, sondern nur o-endlich.

8.6. Definition. Sei p ein endliches Borel-Mafl auf R”. Dann definieren wir

(k) == (2m) ™2 / o2y (). (8.2)

m

Es ist {1 beschrankt und stetig (s.u.).

Jedes (positive) endliche Ma8 i auf R™ erzeugt eine temperierte Distribution 7, € &'
vermoge

T.(0) = | elaldu(z)
(Spezialfall der Beispielklasse mit polynomiell beschrankten Maflen).
Wir zeigen, daf8 T}, (gebildet in S') mit T}, iibereinstimmt, wobei /i die Funktion aus

(8.2) ist: Fiir ¢ € S ist ndmlich nach Fubini

Tue) = [ alkyelk)an

= (2n)"™/2 /R . ( / e—i’f'wdu(x)) o(k)dk
= (2n)"™/2 / ( / e—ikw(mdk) dp(z)

— [ ela)dut) = 1(6) = (o)
Also sind die beiden Definitionen fiir die F'T von p konsistent.
8.7. Satz.
Sei 1 ein endliches, positives Maf$ auf R™. Dann gilt:
(1) [ ist eine stetige, beschrankte Funktion mit
(k)] < (2m) "2 p(R™).

(¢7) Fir alle N € N und alle ky, ..., kn € R™ ist die Matriz (ji(k; — k;))i j=1,....n positiv
semi-definit, d.h., es gilt
N

ST ki — k)€€ >0, V(E,...,En) € CV.

2,j=1
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Beweis. Seien ki,...,ky € R™ und &1, ...,&y € C. Dann rechnet man nach

N _ N . _
ij=1 ij=1
N . - J—
—m e [ ST e ) | duta)
ij=1
N] 2
= (2m) "™/ /Rm Do) dute) 20

Wir zeigen nun die Stetigkeit von fi. Sei (ky)nen € R™ mit k,, — k. Dann konvergiert
e kn® punktweise f.ii. in £ € R™ gegen e *®. Da pu endliches Ma8, ist die konstante
Funktion 2 eine integrable Majorante fiir ‘e_ik”w — e_””‘. Mit dem Konvergenzsatz von
Lebesgue folgt ji(ky) — (k).

SchlieBlich gilt

)] < r) " [ e duto)

— 202 [ du(a).

8.8. Definition. Eine beschrankte, stetige Funktion f: R™ — C heifit vom positiven
Typ, wenn fiir alle N € N und alle ki, ..., ky € R™ die NxN-Matrix (f(ki—k;))ij=1,... .~
positiv (semi-)definit ist.

8.9. Bemerkung. Aus der Definition folgen unmittelbar 3 Eigenschaften von f:
(1) N =1 liefert f(0) > 0.
(i) N =2 mit k; := 2z und ks := 0 liefert, dafl die Matrix

v= (4% 1)

pos. semi-definit ist.
Insbesondere ist die quadratische Form C? 3 £ — (M¢, &) s reellwertig und daher

mufl f(—z) = f(z) gelten.
Wegen M positiv semi-definit sind die Eigenwerte der Matrix M nicht-negativ,
und somit ist det M > 0. Aus det M > 0 folgt sofort |f(z)| < f(0).

8.10. Bemerkung. Die Funktionen vom pos. Typ bilden einen Kegel.
M.a.W.: f, g vom positiven Typ = tf+(1—t)g vom positiven Typ fiir alle t € [0, 1],
sowie
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f vom positiven Typund t >0 = tf vom positiven Typ.

8.11. Theorem. (Bochner)
Die Fouriertransformation eines pos. endlichen Mafles p ist eine Funktion vom positiven

Typ.
Umgekehrt ist jede Funktion vom positiven Typ die Fouriertransformierte eines positiven
endlichen Mafses.

M.a.W.: Der Wertebereich der FT auf den (positiven) endlichen Maflen ist genau der
Kegel der Funktionen vom positiven Typ.

Beweis.

(1) Die erste Aussage haben wir in Satz 8.7 bewiesen.

(2) Sei nun umgekehrt f eine Funktion vom positiven Typ. Sei K der VR der komplex-
wertigen Funktionen ¢ auf R™, die nur an endlich vielen Stellen Werte # 0 haben, d.h.,

pe K <= dendlich viele z1,...,2xy € R™ mit p(z) =0 fiir alle x € R™ \ {x1,...,2n}.

Offenbar ist K ein VR. Wir ordnen der Fkt. f eine Sesquilinearform (., .) s auf K zu
durch

(o, )= Y. fla—pe@vly), ¢k

die Summe ist stets endlich.
(-5 -); hat alle Eigenschaften eines Skalarprodukts, aufier da88 (¢, ¢), = 0 sein konnte
fiir ein ¢ # 0. Wir betrachten daher die Menge

N:={peK; (o, p);=0}

N ist sogar ein Vektorraum, denn fiir (., .) s gilt die Schwarzsche Ungleichung und damit

gilt die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm , /(. .) s+ Daher folgt aus ¢, 9 € N sofort
p+1veN. ) )
Wir definieren nun /N als die Menge der Aquivalenzklassen in K beziigl. der Aquivalenz-
relation
oY = p—1eN.
(Ausgeschrieben bedeutet ¢ ~x ¥, daBl 3 cgm [z —y)o(2)¥(y) = 0 ist.)
Man zeigt leicht, daf§ dann /A ein Pré-Hilbertraum bezgl. des Skalarprodukts (., ),
ist. Sei

H:=K/N
die Vervollstandigung von K/N.
Die Gruppe der Translationen auf R™ erzeugt eine stark stetige Gruppe unitarer Opera-
toren auf H: Fir ¢t € R™ definieren wir U; auf K durch
(Uip)(z) :==p(x—t), @eK, zeR™
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Behauptung (1): U; induziert eine Isometrie auf /N )
Beweis der Beh. (1): Wir zeigen zunéchst, dafl U, A-Klassen auf A-Klassen abbildet:
Seien dazu p, 1) € K mit ¢ ~x= 1, d.h., mit

> fla—y)e)(y) = 0.

z,yER™

Man sieht leicht, dafl ganz allgemein

<Ut§07 Ut¢>f - <§07 77Z}>f7 907¢ e K. (*)

(Zum Beweis von () verwende die Substitutionen & :=x —t, n 1=y — t etc.)

Daher ist ¢ ~x ¥ genau dann, wenn Uyp ~p Uptp. Daher induziert Uy: K — K eine
lineare Abb. U/: K/N — K/N. Wegen (x) ist U;: K/N — K/N isometrisch.

Behauptung (2): U:K/N — K/N 1a8t sich zu einem unitiren Operator Ug:H — H
fortsetzen (wobei H die Vervollstandigung von /N bezeichnet).

Beweis der Beh. (2): Nach Beh. (1) sind U/: K/N — K/N und U' ;: K/N — K/N
isometrisch. Wegen id = U/ o U’, folgt U] surjektiv. Da U/: /N — K/N surjektiv
und isometrisch, 148t sich U} nach dem BLT-Theorem zu einer unitéren Abb. U;: H — H
fortsetzen. Dabei ist klar, da die Operatoren U, die Gruppeneigenschaft

UH—S :UtOUs, UOZIdv

besitzen. Auflerdem gilt: )
Behauptung (3): Die Familie (Uy)ier ist stark stetig, d.h., fiir alle p € H gilt

Utn(p — UtQO, tn, — t.

Bew. von Beh. (3): Wegen der Gruppeneigenschaft geniigt es, Stetigkeit bei ¢ = 0 zu
beweisen. Da die Operatoren U; Norm 1 haben, geniigt es, die Stetigkeitseigenschaft fiir
¢ aus dem dichten Teilraum /N C H zu beweisen (UA).

Seien also ¢ € K und (¢,) C R mit ¢,, — 0. Dann:

(o=Unp,0o—Unp) = Y fla—y)(p@)—pla—tn)-(p(y)—p(y —tn)) =0, n— oo,
z,yeR™

da f stetig. e

Daher ist (Ut;t € R) eine stark stetige Gruppe von unitdren Operatoren auf dem Hilber-
traum H.
Nach dem Satz von STONE gibt es ein Projektions-wertiges Mafl Py auf R so, dafl

(Go.v), = [ e ®aipov),, e
(Hier evtl. Erlauterungen zu Spektralmafien, vgl. z.B. [RS-I; Sections VIIIL.3, VIII.4])
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Sei nun ¢y € H die Aquivalenzklasse, die die Funktion

1, =0,
Po(T) =130 220

enthéalt. Dann gilt fiir alle t € R™

f(t) = Z f(@—y)eo(z — t)po(y)

z,ycR™
= (0u0, %)
< t£0, $o s
:/ e A (Pxgo, o) ;-

Hierin erzeugt aber (Px@o , $o) ! ein endliches, positives Maf, und die Beh. folgt. i

Bemerkung. Der Satz von Bochner 148t sich auf Distributionen verallgemeinern: Eine
Distribution T' € D’(R™) heifit vom positiven Typ, wenn

T(g*p) >0, VoecDR™),

gilt. Der Satz von Bochner-Schwartz sagt dann: Eine Distribution T € D’ ist genau
dann vom pos. Typ, wenn T" € &’ ist und wenn es ein (pos.) Mafl 4 mit polynomialer
Wachstumgsschranke gibt, so dafl T' = Z/;

Weitere Bemerkung zum Satz von Minlos aus [Simon; Funct. Integration].

Als néachstes betrachten wir die Fouriertrafo von Funktionen und von Distributionen mit
kompaktem Tréger. Hier ist der Satz von Paley-Wiener grundlegend. Wir beginnen mit
der einfacheren Richtung.

Vorbemerkung. Sei ¢ € C2°(R™). Dann ist das Integral
$(0) = (2m) 2 [ o ()

fiir alle ¢ € C¥ wohldefiniert. Sei nimlich R > 0 so groB, daf suppy C Br(0). Dann gilt
‘e_”'c‘ < eBImdl wobei Im ¢ den Imaginéarteil von ¢ bezeichnet. Daher konnen wir fiir
v € C(R™) die Fouriertransformierte ¢ als Funktion auf C™ auffassen.

8.13. Theorem. (Paley-Wiener, 1. Teil) Sei p € C°(R™) und sei R > 0 so, dafs
suppp C Br ={z € R™; |z| < R}. Seig := .

Dann ist g: C™ — C eine ganze holomorphe Funktion, die den folgenden Abschdtzungen
gentugt: zu jedem N € N gibt es eine Konstante cy > 0 mat

eR|Im§|

19(Q)] < en ENRIEk

(e C™. (8.4)
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Beweis. Sei ¢ € C°(R™) mit p(x) = 0 fiir |z| > R. Nach Lebesgue kann man in
Gl. () unterm Integral differenzieren und stellt so fest, dal ¢ eine analytische Funktion
der m komplexen Verédnderlichen (i, ..., (,, ist. (Dazu zeigt man konkret, daf§
240 =0, j=l..m (e
acj ) ) ) ) )
gilt.) Partielle Integration liefert

m

(TT6¢)™) $(C) = (@m)~™2 / e 6% D2 o (2)d,

j=1 |z|<R

also

1 16(0)] < (2m) ™2 /| Dt

< (2m) "M/ 2RIIm ] / |D%p(z)|dzx.

Offenbar gibt es eine Konstante ¢y mit |¢(¢)| < ¢o fiir |¢] < 1.
Zusammengenommen folgt

POI<Or S e
% <Cn , cC™.
(1+[CHY
i
8.14. Theorem. (Paley-Wiener, 2. Teil) Es sei g: C™ — C eine ganze holomorphe
Funktion mit der folgenden Eigenschaft: es gibt ein R > 0 und es gibt fir alle N € N
Konstanten ¢y > 0 mit
9O Sex o, (e (8.4)
g(Q)[ < cen : eC™. 8.
(L+[¢HN

Dann gibt es eine Funktion ¢ € C°(R™) mit suppy C {x € R™; |z| < R} so, daf

g=®.

Beweis. Sei g eine ganze holomorphe Funktion, die der Abschitzung (8.4) geniigt.
Sei ( = A +1inp mit A\,n € R™.
Fir jedes feste n € R™ ist dann die Fkt.

R™ > A= g(A+in) = hy(N)

aus S(R™): Wegen (8.4) fallt ndmlich zunéchst einmal h, () rascher ab als jedes (in-
verse) Polynom. Nach der Cauchyschen Integralformel

78



(fiir m = 1) kann man |D%h,,(\)| durch Terme der Form ¢, sup{|g(A + in + &)|; € €
C™, |¢| = 1} abschitzen; daher klingen auch alle D®h,,(.) rascher ab als (1 + |z|) ™", fiir
alle £ € N.
= h, € S(R™) fiir alle n € R™.
Wir definieren nun
o(z) = (27r)_m/2/ e Ag(N\)dA, xeR™. (8.5)

m

Wegen g € S(R™) und Thm. 7.3 ist dann ¢ € S(R™). Wir zeigen noch
o(z) =0, fir |x| > R. (8.6)

Da g der Bed. (8.4) geniigt, konnen wir mit dem Cauchyschen Integralsatz schliefen,(*)
daf

o) = (27r)_m/2/ e H g (X 4 in)dA, r e R™. (8.7)

m

Mit (8.4) und (8.7) folgt dann

’eiw'(AJrin)’ . eRlInl

< / d\
|§0(x>| = YN . (1+|/\+i77|>N
dA
<" Rlnl—n-w/
= oe ren (L4 A+ )N

d\
< O oRInl—n-x / )
< One o (UL DY

Fiir N > m konvergiert das Integral [g,.(1+|A])"VdA.
In (8.7) héngt aber ¢(z) nicht von  ab. Wenn wir nun in der obigen Abschétzung n :=
tz wihlen mit ¢ € R, so folgt mit ¢ — oo (und weiterhin mit N > m), daf§

()| < eneRin=re = ayoRtlel—tef

= cpnell®lE=lzl) _ o t — 00,
da |z| > R. Also ist ¢(z) =0 fiir |z| > R. i
Fiir Distributionen gilt entsprechend:

Theorem. FEine Distribution T € S'(R™) hat genau dann kompakten Trdiger, wenn

T durch eine ganze holomorphe Funktion g = ¢(C) der m komplezen Verdnderlichen
C1y-- -y Cm € C dargestellt wird, wobei g den folgenden Wachstumsbedingungen gentgt:
9(0)] < O (1 +[¢)Neftn <l (8.8)

Wenn (8.8) fir T = g gilt, dann ist der Triger von T in B = {x € R™; |z| < R}
enthalten.

Wende den CIS fiir m = 1 an auf den Rand des Rechtecks mit den Ecken —M, M, M +in,
—M + in und betrachte M — oo.
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