Kapitel II. Die Fouriertransformation.

q7. Die Fouriertransformation auf S und auf §'.

7.1. Definition. Fiir f,g € S(R™) definieren wir die Fouriertransformation f von f
durch

(FP0) = f(k) 1= @n) 2 [ e pa)da, (71)

und die (inverse) Fourier-Transformation ¢ von g durch

(F719)(z) = g(z) := (27?)_”‘/2 / i eik'xg(k;)dk. (7.2)

Daf} die Bezeichnung “inverse FT” gerechtfertigt ist, werden wir in diesem Paragraphen
sehen.

7.2. Satz. Die Abbildungen F =" und F~! =" sind stetige lineare Abb. von S nach S.
Weiter gilt fir alle Multiindizes o, 5 € N

(i) (DLF) (k) = F[Dg (=) 1 (2))] () (7.3)

Bem.: Man mache sich die Spezialfille « = 0 und 5 = 0 in (7.3) klar!

Beweis. Die Linearitit von F und F~! ist klar. Wir rechnen nun aus
(2" 2) (D)) = (0)°DF [ e ()

(k)" / [Dfe ] f(x)dr

—ik- mf( )

m

[(ik)¥e ik ] (—iz)? f(x)dx

m

(=vlpgeTt| (i) f(a)da

Il
\\\

denn wegen f € S diirfen wir die Ableitungen Df mit me ...dx vertauschen. Partielle
Integration bzgl. D¢ ergibt nun

()" (DLA)E) = (2m) (1)) [ D [(-a)? (o) e
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Dabher gilt (7.3) und

f

_ a(npbf
5 =(oen) sup [ (D" ) (k)|

< (27r)_m/2/ ’D?(mﬁf)’ dr < oo.

= bildet S nach § ab.
Fiir hinreichend grofies r € N ist [(1 4 |z|?)""dz < oo, so daB

f

@0 [ (k) W P DE (i) f ) da

<0 ([ @) o) -sup {1+ e D00}

Wenn wir nun auf der R.S. in der geschweiften Klammer die Leibniz-Regel anwenden,
folgt, dafl es endlich viele Multi-Indizes o, 3; und Konstanten c; gibt mit

1., < i 1o, 5,
2

Mit Theorem 2.14 folgt damit die Stetigkeit von “: S(R™) — S(R™).

7.3. Theorem. (Fourier)
Die Fourier-Transformation F : S(R™) — S(R™) ist bijektiv und stetig (mit stetiger
Inverser). Die Umkehrabbildung wird durch F~* =~ gegeben, d.h., fiir f € S(R™) gilt

f=r="r
Fiir den Beweis von Thm. 7.3 benotigen wir noch einige Vorbereitungen.

7.4. Lemma. FEs sei f: R — C stetig diffbar und 2mw-periodisch. Dann konvergiert die
Fourier-Reihe

1 .
— Z ane™™,  mit a, := _””f x)dx

sl

gleichmdaj$ig gegen f.

Beweis. Ubung, Analysis I.

7.5. Lemma. Die Familie (%eimﬁ . bildet eine ONB im Hilbertraum Lo (0, 27).
4 ne

Beweis. Folgt mit UA 39 und 40.

Wir verwenden im Beweis von Theorem 7.3 die folgende Notation:
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Fir € > 0 sei
Qe :={xeR™; |zj|<1l/e,j=1,...,m}

der Wiirfel mit achsenparallelen Kanten der Lénge 2/ und Mittelpunkt 0; insbes. ist
vol (Qe) = (2/¢)™. Weiter sei

K.:={keR"; kjeenZ,j=1,...,m} = (enZ)™
d.h., k;/em ist eine ganze Zahl.
J

7.6. Lemma.
Sei f € CX(R™) und sei 0 < e <1 so, daf$ suppf C Q.. Dann gilt fir alle x € Q.

r@=3 (5)" ( /Q E e‘”“'yf(y)dy)

keK,

—
*
N—

die Reihe konvergiert dabei gleichmaflig auf Q..

Bemerkung. Die Funktionen

m/2
oo (&), ke,

bilden eine ONB von Ly(Q.), nach Lemma 7.5. Wir verwenden im folgenden eine Hilbert-
raum-Schreibweise mit Skalarprodukt

) o, = /Q2 f(2)g(@)dz,

fir f,g € L2(Q.). Fiir die Summanden auf der RS von (x) in Lemma 7.6 gilt daher

£

<§)m. (/Q e—ik-yf(y)dy) ceike — (g Pre)g. Pre, keK..

Beweis. (Lemma 7.6) Es sei
e\™/? —ik-x
f) = el )= A g, = (5) [ s ran ke ke
Da (®k . )rek. eine ONB von Ly (Q.) bildet, konvergiert die Reihe

> a(f) P

keK.

in Ly(Q) und liefert genau f. Hierbei ist nach Parseval

2= 113 = 2d .
S AP = 111, 0 /Q )Py < o0

keK. e
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Analog gilt fiir die Ableitungen von f

> Jax(Df))P < oo,  VaeNp.
keK.

Nach der iiblichen Rechnung (partielle Integration!) gilt aber
ap(Df) = (ik)%ax(f), ke K., aeNj.

Dabher ist fur alle r > 0

> A+ k) aw( )P < oo (7.4)

keK,

Fiir hinreichend grofles r ist

D (AH[K) 7 <o,

keK,

und wir erhalten aus (7.4) mit der Schwarzschen Ungleichung

Y lan(H)l= Y @+ k)@ + k) ar(f)]

keK. keK.
1/2 1/2
< [Z (1+ k)" [Z L+ K ax(HI?| < oo
keK. keK.

Aus der (absoluten) Summierbarkeit der Fourierkoeffizienten ay(f) folgt (wegen |®g | <
1fiiralle0 < ¢ < 1 und alle k& € K.) sofort die gleichmdf$ige Konvergenz der Reihe

> ker. @ (f)Pr . Da wir auBerdem schon wissen, daf die Reihe in L2(Q:) gegen f kon-
vergiert, mufl der gleichméfige Limes punktweise (fast iiberall) fiir jedes x € Q. mit f
iibereinstimmen. [ |

Beweis von Theorem 7.3. Wir wissen bereits, dafl ~ und " stetige Abb. von S(R™)
nach S(R™) sind, und es bleibt nur noch f = }A, fir alle f € S, zu zeigen.
Wegen der Stetigkeit von ~und ~ und weil C2°(R™) dicht ist in S(R™) (UA), geniigt es
sogar, f = }A fir alle f € C°(R™) zu zeigen.
Sei f € C°(R™) und € > 0 so klein, dafl suppf C Q.. Nach Lemma 7.6 gilt dann fiir
T € Qe

fla) =Y @m) "2 f(k)e™ (xe)™, (7.5)

keK,

da [ e *Vf(y)dy = (2m)" /> (k).

Da R™ als disjunkte Vereinigung von Standard-Quadern mit Volumen (7&)™ und Mit-
telpunkten k € K. dargestellt werden kann, ist die rechte Seite von (7.5) eine Riemann-
Summe (allerdings mit abzéhlbar unendlich vielen Summanden!) fiir das Integral der

60



Funktion (27)~"/2f(k)e'**. Nach Satz 7.2 ist f € S(R™), also auch fe'** e S(R™),
und daher konvergiert die Riemann-Summe gegen das Integral, d.h., es gilt

> @m) P (k)T (re)™ — (2m) ™2 | f(k)e*tTdk, €0,
kEK. R

also, mit (7.5),

f(z) = (2m) ™2 / fk)eedr = f.
[ |

Bem.: Aus den in Theorem 7.3 bewiesenen Relationen folgt sofort die Injektivitdat und
die Surjektivitat der FT.

Beispiel. (GauBfunktion) Fir f(x) := e~ /2 mit o > 0 gilt

Flk) = e

Insbesondere ist die Funktion ¢~ /2 invariant unter F. (UA)

Als nachstes beweisen wir eine Vorstufe des Satzes von Plancherel:

7.7. Theorem. Fir f € S(R™) gilt

| Vwrae= [ )P, (7.6

Beweis. Sei zunéchst f € C°(R™) und sei € > 0 so klein, da8 suppf C Q.. Da die

Funktionen

m/2
b (5 ke,

eine ONB von Ly(Q.) bilden, gilt nach Parseval

[ s = [ 1P
= > @) "

keK,

L2
= > i) (re)m,
keK.
da (f, @xc) = (5)™ [ fla)e " oda = (em)™/f (k). A
Der letzte Term in (%) ist eine Riemann-Summe fiir das Integral [, |f(k)|?dk; wegen
f € S(R™) konvergiert diese Riemann-Summe mit ¢ | 0 gegen das Integral, d.h.,

S iw| e = [ fk)PdR, < Lo,

’2
kCK. Rm™
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und die Behauptung folgt fiir f € C°(R™).

Sei nun f € S(R™). Dann gibt es eine Folge (¢,,) € C°(R™) mit ¢, — f in S(R™),
also auch ¢, — f in Ly(R™). Da’: S(R™) — S(R™) stetig ist, folgt ¢, — f in S(R™)
und somit auch in Ly, —

[1s@Pds = tim [ lou@)Pds = im [ iga00Pdr = [ 1700k

7.8. Theorem. (Plancherel) Die Fouriertransformation F:S(R™) — S(R™) lafst sich
(in eindeutiger Weise) zu einer unitiren Abbildung F : Lo(R™) — Lo(R™) fortsetzen.

Theorem 7.8 folgt sofort aus Thm. 7.7 mit Hilfe des BLT-Theorems aus der FA I:

Das BLT-Theorem. ([RS-1))
Seien X,Y Banachrdume und sei Xo C X ein dichter Teilraum. Sei Ag: Xg — Y ein
beschrdinkter linearer Operator, d.h., es gibt eine Konstante C' > 0 mit

[Aozly < Claly, Vo e Xo.

Dann lafst sich Ag zu einem beschrankten linearen Operator A: X — Y fortsetzen. Diese
Fortsetzung ist eindeutig bestimmt und es gilt |A| = | Ao].

Bemerkung. F : L, — Lo unitir bedeutet, dal die Abbildungen F~! = F* und F
isometrisch und bijektiv, also Isomorphismen von Ly(R™), sind. Insbesondere gilt

(u, vy = (Fu, Fvy, Vu,ve Ly(R™).

Durch Dualisierung kénnen wir die FT auf &’(R™) fortsetzen:

7.9. Definition. Fiir T € §'(R™) definieren wir 7', die FT von T, durch

A

T(p) :=T(p), Vo € S(R™). (7.7)

7.10. Bemerkungen. X
(a) Wegen " : S — S stetig und T': S — C stetig ist T : S — C stetig.
(b) Fortsetzungseigenschaft: Fir f € S gilt

46) = [ fapetado = (F.%),
= <f, 5>L2 =Thm. 7.8 {f> ©),
(1,801, = [ H@pl@)ds = 1s(0).
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Damit ist £; = [7} gezeigt. i

7.11. Theorem. Die in Def. 7.9 erkldarte Trafo ~ : 8" — S’ ist stetig und bijektiv, mit
stetiger Inverser (Stetigkeit bezgl. der o(S',S)-Topologie auf S’). Die Inverse wird dabei
durch = : 8" — S’ gegeben, mit

T(p):=T(p), TeS, peS.

Die Einschrankungen von ~ und = auf S stimmen mit den in Def. 7.1 erklarten Abbildun-
gen tberein.
Die Fortsetzungen von " bzw.” von S auf S’ sind jeweils eindeutig bestimmi.

Beweis. Wir haben ": &' — &’ als den zu ": § — S adjungierten Operator definiert (vgl.
Def. 7.9). Daher ist " : 8" — &' stetig bzgl. der o(S’, S)-Topologie von §’. In Bem. 7.10
haben wir nachgerechnet, dal ~: &’ —+ &’ in der Tat Fortsetzung von " : S — § ist.
(Tatséchlich kann man aber auch sofort direkt beweisen, dafi ~ : &' — S’ stetig ist: Sei
(Tw)aca C S ein Netz mit T, — T € §’ in der o(S’, S)-Topologie. =—

Talp) =Ta(9) = T(@) =T(p),  ¢€S,

also T, — T in 0(S,S).)

Zur Eindeutigkeit: Nach Korollar 5.10 ist S dicht in &’ und daher kann “: § — S
hochstens eine schwach stetige Fortsetzung auf S’ besitzen.

Alle bisher gemachten Aussagen gelten natiirlich analog auch fir *: § - Sund " : &' —
S’

Beh.: Fir T €S ist T=T=1.

Beweis der Beh.: Fiir ¢ € S gilt

dagAb:gp,fﬁrallegApES. == T=T.
Analog zeigt man T=T. e
T=T = ~:8 — & ist injektiv.

~

T=T = ~:8 — & istsurjektiv. i

7.12. Beispiel. (Fouriertrafo von d;)
Sei b € R und §;(p) = —¢'(b), fiir alle ¢ € S. Nach Def. 7.9 gilt dann

) = 840) =~ (5% ) (W

= - ((%)—1/261% / e_i'”cp(x)dx) -~

= —(2m)"1/? (/ e_ikx(—ix)go(x)dx)
_ / e .

k=b




Die Fouriertrafo von ), wird also durch die Funktion (27)71/2(iz)e”* ¢ O! — &'
gegeben.

Eine der wichtigsten Operationen mit Funktionen und/oder Distributionen ist die Fal-
tung (“convolution”):

7.13. Definition. Fiir f,g € S(R™) definieren wir f x g, die Faltung von f und g, durch

(f*9)(y) = fly —x)g(x)dz.

R™

Da f,g € S existieren alle Integrale. Wir wollen als nachstes zeigen, dafl f*xg € § ist und
dal x:S x § — &S stetig ist. Anschlieffend setzen wir * zu einer linearen Abbildung von
S’ x § — O™ (mit passenden Stetigkeitseigenschaften) fort.

Beachte: L.a. ist die Faltung zweier Distributionen aus S’ nicht definiert.

7.14. Theorem.
(a) Fiir jedes f € S(R™) ist die Abb.

SR™)3g— fxyg
stetig von S nach S.

(b) fg = (20)"™/2f x § und f+ g = (2n)™/2f - ¢, fiir alle f,g € S.
(c) Fiir f,g,h €8S gilt fxg=gx* fund f*(g*h)=(f*g)x*h.

Beweis. Nach Thm. 7.8 ist ": Lo — Lo unitar und daher gilt

o ¥, =(2,9) ,  eyes (7.8)

Lo

Seien f,g € S. Wir halten nun y € R™ fest und wenden (7.8) an auf ¢ := g und ¢ :=
ey f(x), und erhalten

(9, eiy’xﬂLz - <g’ e@?>

Ly
Fur die L.S. rechnen wir aus

(9. T),, = [ e pgtanie = )" Toly),

Rm
wahrend die R.S. das folgende ergibt:

(g.0m7), = [ s {ny e [ emenfia )

_ /Rm 4(k) {(27r)—m/2/Rm e_i(y_k)'xf(x)dx} dk
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Dies beweist e .
fg=@m)"2f % g. (#)

Analog gilt mit ~ anstelle von ~
(fg) = (2m) ™2 f x g. (#")

Wenn wir in (#) die Funktionen f und g durch f und § ersetzen und anschlieBend ~ an-
wenden, erhalten wir

frg=@mn) " g
Die Beh. (c) folgt sofort aus (b). Die Beh. (c) folgt sofort aus (b). |

Um die Abb. Cf:g — f * g auf S’ fortzusetzen, suchen wir nach einer stetigen Abb.
Ry: S — S mit der Eigenschaft
R}|s = Cy.

Dann némlich liefert R’ die gesuchte Fortsetzung der Faltung Cy auf &'

7.15. Definition. Fiir f € S(R™) sei f(z) := f(—z). Fir T € S'(R™) definieren wir
dann T x f, die Faltung von 7" und f, durch

(T* f)(p) :==T(f x ), p€eS.

Bemerkung: Da ¢ +— fx @ stetig von § nach §, ist das oben definierte 7" x f in der Tat
aus S'.

Notation: f,(z) := f(z —y), f,(z) = fly — x).
7.16. Theorem. Fiir jedes f € S(R™) ist die Abb.
S>3T—=TxfecS
schwach*-stetig. Weiter gilt
(@) T+ feOm, dh,TxfecCR™) mit polynomiell beschrinkten Ableitungen. Fiir
die Funktion T x f ist (T x f)(y) = T(f,) und
DY(Tx f)=(D°T)x f =T (D°f),  BeNm (7.9)

(b) (Txf)xg=Tx(fx*g), firalle T €S8', f,ge€S.

—~

(c) T = (2m)~™/2f « T und T f = (2m)™/2fT.

Beweis. Wir haben die Abb. &' > T' + T * f definiert als die Adjungierte Abb. zur
Faltung mit f. = Die Abb.

S>3T—=Txfec8
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ist schwach*-stetig (vgl. Satz 4.11).
Gl. (7.9) und die Aussagen in (b), (c) folgen direkt aus den entsprechenden Aussagen fiir
T € S und den folgenden Tatsachen:

(1) S ist dicht in &’ in der o(S’, S)-Topologie.

(ii) Die Operationen F, D?, Multiplikation mit f, sind alle schwach*-stetig auf &'.
(UA)

Daher miissen wir nur noch den ersten Teil von (a) beweisen:

Sei T € S'(R™). Nach dem Regularitéitssatz fiir temperierte Distributionen (Kor. 5.12
oder Thm. 4.14) gibt es eine beschrénkte, stetige Funktion h, ein € N und einen Multi-
index (3 mit

1(0)= | @)1+ Dpe)in, g e,
dabei bedeutet 22 = x -z = 23 4 ... + 22, = |z|2. Speziell fiir ¢ := £, gilt daher
T() = [ b1+ ) (D f)(y ~ )da,

Da DPf € S, kann man (zB nach Lebesgue) unterm Integral nach y differenzieren
= T(fy) ist eine oo-oft diffbare Funktion von y.
Unter der Substitution 7 := y — x folgt

T(7,)

<lbl [ () DP )= o)lds
~ bl [ =PV ID* D lar
Hierin ist (y — 1) = |y — 7|> < 2|y|? + 2|73, also

L+ (= )7 < (14 27)(1+27%) S 40 +52)(1+ 7).

Wegen (1 +72)7DBf(r) € S, fiir alle j, folgt die Abschiitzung

()| <€y [y s
=C'(1+92)".
= T fy) ist polynomiell beschréankt.

Analog zeigt man, dafl auch D*T'( fy) polynomiell beschrénkt ist fiir alle & € Ng.
Damit ist T(f,) € O™ gezeigt.
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Es sei nun S € &’ eine Distribution, die von einer polynomiell beschrankten, stetigen
Funktion s erzeugt wird, d.h., es ist S = /5. Fiir ¢ € S(R™) gilt dann

(S* £)(¢) =Det. 7.15 S(f * ¢)

Sy —
s [ ([ s wie ) )iy

= /(S * f)(y)e(y)dy

=/(s<fy>) e(y)dy
= (S(7)) ().

also
(S* f)(y) = S(fy)- (7.10)

Wir kehren jetzt wieder zu T' € S’ zuriick. Nach dem Regularititssatz gibt es eine poly-
nomiell beschrankte, stetige Fkt. s und ein a € N{* mit

T = D“S, S =/l

Daher folgt mit Gl. (7.10)

(T f)(y) = (D*S) = f)(y) = (S * Df)(y)
S((Dfy) = (—1)S(D(£,))
= (D*S)(fy) = T(f,).
Dies beendet den Beweis. i

7.17. Theorem. Es seien T € 8’ und f € S. Dann ist ﬁ € O™ und fur die Funktion
fT gilt

FT(k) = (2m) /2T (fe k),
Wenn T € S" aufserdem kompakten Trager besitzt und » € S die Eigenschaft

Y(z) =1, Vz € suppT),

hat, dann gilt X .
T(k) = (2r) "™/ 2T (e~ k).

Beweis. Nach Thm. 7.16 (c) gilt
FT = (2n) ™2 f « T
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Nach Theorem 7.16(a) ist daher FT € O™ und wir haben die Formel
FE() = (20) /2] T = (2n) ™21 (7)) ()
die letzte Gleichheit folgt wieder aus Def. 7.15. Auf der RS von (x) ist aber
fle = = 2m) 2 [ e @)

- (27r)_m/2/ei>‘$ [e_ik"rf(x)] dx
= [e7 ()] (W),

und wir sehen daf
7 () =T =) = T ™)) =T ).
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dafl

FT(k) = (2m)~™/2T (e *2 ).

Zum Abschlufl dieses Paragraphen betrachten wir noch die Gldttung mit einer Schar von
Funktionen aus &, die sich um den Nullpunkt konzentriert:

7.18. Definition. Sei 0 < j € C°(By) mit [, j(x)dz = 1. Die Schar (jc)e>0 mit

Je(x) =" j(x/e)
nennt man eine “Approximation der Identitdt” oder eine 6- “Schar.”
Die Bezeichnung ist dadurch gerechtfertigt, dafl
jexf— fin S, el 0,

und
jexT —Tin &, el 0.

Dabei ist j. * T" € O™, man appproximiert also die Distribution 7" durch eine glatte
Funktion aus O™. Diese Art der Glattung durch Faltung mit einer Schar (j).~o wird
haufig KO Friedrichs zugeschrieben (Friedrichs’sche Gléttung, engl.: Friedrichs mollifier).
Bemerkung. Auf S(R™) ist natiirlich § eine (distributionelle) Einheit fiir die Faltung,
d.h.,

o f=f, vVfeS.
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7.19. Lemma. Fir alle f € S gilt

(2m)™?j. - f = fin S.

Beweis: UA

7.20. Satz. Fir f € S gilt
Jexf— fin S.

Beweis. Nach Lemma 7.19 (mit f anstelle von f) haben wir
@2m)™%j. - f = |
Wegen Thm. 7.16 ist aber (27r)m/2j; f = j:*\f, und wir sehen, dafl
jexf— fin S.
Daraus folgt mit Thm. 7.3 sofort, dal j. « f — f in S. i

7.21. Satz. FirT € S’ gilt
T+j.—T,  ¢]0,

in der schwach-*-Topologie von S'.

Beweis. Nach Satz 7.20 gilt
jexp =@ SR™),  el0,

und es folgt T'(j. * ) — T(p). Wegen (T xj.)(p) = T(j * ) = (je * T)(¢) folgt die Beh.
|
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