Q7. Der Satz von Hahn-Banach.

In vielen Fillen ben6tigt man lineare Funktionale mit speziellen Eigenschaften (etwa
Stiitzmannigfaltigkeiten an konvexe Mengen, Trennung von Punkten). Hier verschafft
man sich zunéchst das gewiinschte Funktional auf einem (endlich-dimensionalen) Teil-
raum und setzt es dann auf den ganzen BR fort. Fiir diesen Fortsetzungsprozess verwen-
det man den Satz von Hahn-Banach.

7.1. Definition. Sei X ein (reeller oder komplexer) VR, Y C X ein linearer TR, und
A:Y — C (oder R)

linear. Ein lineares Funktional A : X — C (oder R) heifit eine Fortsetzung von X auf X,
falls
Aly =\

Der Satz von Hahn-Banach stiitzt sich auf das Lemma von Zorn, das zum Auswahlax-
iom aquivalent ist.

7.2. Definition. Sei M eine Menge und R eine Relation auf M, d.h., R C M x M.
R heifit eine Halbordnung (“partial ordering”), falls R reflexiv, transitiv und anti-symmetrisch
ist (anti-symmetrisch bedeutet: Ry AyRx — x=y).

Bezeichnung: Ahnlich wie bei Aquivalenzrelationen fithrt man fiir Halbordnungen ein
spezielles Symbol ein: statt xRy schreibt man

T <Y, “xr geht y voran”.

Bemerkung. Zwei Elemente x, y € M brauchen bei einer Halbordnung nicht in Relation
zueinander zu stehen; z.Bp. ist R := {(z,z); v € M} eine Halbordnung auf M.

7.3. Beispiel. Sei Y eine Menge, P = {0,1}¥ (= 2Y) die Menge aller Teilmengen von Y
(Potenzmenge). Definiere
A<B <= ACB,

fir A, B € P. Dann ist < eine Halbordnung auf P.
7.4. Definition.
(a) Sei M eine Menge mit Halbordnung < und sei K C M. Wenn fiir alle z, y € K

stets < y oder y < x gilt, so heiflt K linear geordnet, oder eine Kette. (Z.Bp. ist R mit
der durch < gegebenen Ordnung linear geordnet.)

(b) Sei M halbgeordnet bezgl. < und sei N C M. Ein Element p € M heifit eine obere
Schranke von N, falls
xr<p, VreN.

(c) Sei ¢ € M mit der Eigenschaft, daf

VYmeM:(g<m = q=m);
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dann heiflt ¢ ein maximales Element.
Bild! “Graph mit Knoten in Form eines Y”

Erliuterung. (vgl. [Dug]) Wenn ¢ ein maximales Element ist, so bedeutet das keineswegs,
daf fiir alle m € M notwendigerweise m < q gilt; wenn jedoch ein m € M in Relation zu
q steht, dann gilt m < ¢. Ein maximales Element hat keine “Nachfolger”, oder, salopp
gesagt: “Rechts von einem maximalen Element kommt nichts mehr.”

7.5. Lemma von Zorn.

Sei ) # M eine halbgeordnete Menge mit der Eigenschaft, dafl jede Kette K C M eine
obere Schranke in M besitzt.

Dann gibt es zu jeder Kette eine obere Schranke, die zugleich ein mazrimales Element von
M ist.

Ohne Beweis. Mengenlehre ([Dugundji]): Lemma von Zorn < Auswahlaxiom < Wohlord-
nungssatz (Zermelo).

¢ Eine Anwendung des Lemmas von ZORN: Hamel-Basen

7.6. Definition.

(a) Sei X ein linearer Raum, U C X. Wir sagen, U ist linear unabhdngig, wenn fiir alle
k € N jedes k-Tupel von paarweise verschiedenen Vektoren x1,...,x; € U linear un-
abhangig ist.

(b) Sei X ein VR, A eine Indexmenge, und H := (z4)aeca C X eine Menge von Vektoren
mit den folgenden Eigenschaften:
(i) H ist linear unabhéngig;
(i) Jedes x € X 148t sich (eindeutig) als endliche Linearkombination von gewissen x,
schreiben.
Dann heifit H eine algebraische Basis oder Hamelbasis von X.

Aus dem Lemma von ZORN folgt leicht die Existenz von Hamelbasen:
7.7. Satz. Jeder VR X (mit X # {0}) besitzt eine algebraische Basis.

Beweis. Sei
F :={U C X ; U linear unabhéngig }.

Mit der durch C gegebenen Halbordnung ist (F, C) eine halbgeordnete Menge.
Fiir eine Kette Fy C F setzen wir
S = U U

UeFo

und iiberlegen, daf§ S € F gilt und dal S eine obere Schranke der Kette Fy ist.

Wir konnen daher das ZORNsche Lemma anwenden, das uns die Existenz eines maxi-
malen Elements H € F garantiert.

Beh.: H ist eine algebraische Basis von X.

Beweis der Beh.: H € F = H linear unabhangig.
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Sei x € X mit x ¢ spanH.
—> H U{z} linear unabhingig =  Widerspruch zur Maximalitdt von H. i

Man kann Hamel-Basen verwenden, um die Existenz unbeschrénkter (d.h., unstetiger)
linearer Funktionale X — C auf einem BR X zu beweisen; UA.

I.a. sind Hamel-Basen aber nur von geringem Nutzen. Dies liegt unter anderem an fol-
gendem Resultat (UA):

7.8. Satz. Sei X ein BR und sei H C X eine Hamel-Basis von X. Dann ist H entweder
endlich oder tiberabzahlbar; m.a. W.: es gibt keine BRe mit abzahlbarer Hamelbasis.

7.9. Bemerkung. Viele, aber nicht alle, Banachraume X besitzen eine Schauderbasis.
Eine Familie (z)ren C X heifit eine Schauderbasis von X, wenn es zu jedem z € X
eindeutig bestimmte Zahlen oy, € C gibt mit = >~ | oy, (Konvergenz der Reihe in
(X, [l )-

P. Enflo konstruierte 1972 einen separablen BR, der keine Schauderbasis besitzt.

Sei X ein BR mit Schauderbasis. Dann gilt:

— X separabel;

— alle Koordinatenfunktionen = — ay(z) sind stetig.

— Die Normen der Projektionen P, auf span{zi,...,x}, definiert durch

P,(x) = Z ag ()T,
k=1

sind durch eine feste Konstante beschriankt, d.h., es gibt ein C' > 0 mit | P,| < C fiir alle
n € N.

— Orthonormalbasen im separablen Hilbertraum sind Schauderbasen.

— Die Familie (eg)gen C ¢1 bildet eine Schauderbasis.

Wir kommen nun zum Satz von Hahn-Banach fiir Vektorrdume (hier ist zunéchst weder
von einer Norm noch von einer Topologie die Rede!).

7.10. Theorem. (Hahn-Banach)
Sei X ein reeller VR, versehen mit einem Funktional

p: X — R,
mit
plxz+y) <p(x)+ply), Vz,yelX, (7.1)
und
plaz) = ap(x), Ve e X, Va>0. (7.2)

Sei Y C X ein R-linearer TR von X und
f:Y—=R
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ein R-lineares Funktional auf Y mit der Eigenschaft

fy) <ply), VyeY. (7.3)
Dann gibt es ein R-lineares Funktional F': X — R mit
Fly=f (7.4)

und

F(x) < p(z), Vo € X. (7.5)

Bemerkungen:

(a) Funktionale mit den Eigenschaften (7.1),(7.2) heiflen sub-linear. Aus (7.1) folgt p(—x) >
—p(x), fir alle z € X.

(b) Aus der Linearitdt von F' und Eqn. (7.5) folgt sofort

—p(—2) < F(z) < p(x), Vr e X. (7.5)'

(c¢) Sinn und Zweck der Abschitzung durch p wird spéter klar, etwa bei der Fortsetzung
stetiger linearer Funktionale.

Der Beweis von Theorem 7.9 verwendet den folgenden einfachen Satz und das Lemma
von Zorn.

7.11. Proposition. Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.9 sei xog ¢ Y und
Y :={y+puzo;ycY, p€R}=span (Y U{xo}).
Dann besitzt f eine Fortsetzung zu einem linearen Funktional
f:Y >R
f@) <plz), Vee¥.
Beweis. Wegen xg ¢ Y ist fiir jedes x € Y die Darstellung
T =Y+ puxo

mit einem y € Y und einem p € R eindeutig.
—  Fiir jedes beliebige ¢ € R definiert

®(z) = ®(y + pxo) := f(y) + pe
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ein lineares Funktional auf Y, das f fortsetzt. Wir miissen aber ¢ so wihlen, daf fiir alle
x € Y die Abschitzung ®(x) < p(x) gilt. Diese Bedingung ist dquivalent mit

f(y) +pe <ply+pxo), VyeyY, peR. (7.6)
Eqn. (7.6) <«
1 1
f(=y)+ec<plwo+-y), Vu>0,
K K Yy €Y, (7.7)

1 1
f(—y)_0§p<_$0+_—uy), Y < 0,

die zweite Zeile von (7.7) erhélt man, indem man (7.6) durch die positive Zahl —p divi-
diert.
Um beide Bedingungen in (7.7) zu erfiillen, wéhlen wir ¢ so, dafl

fW)—ply —x0) <c<ply”" +z0)— fl¥), Y,y eY. (7.8)

Frage: Konnen wir beide Ungleichungen in (7.8) erfiillen?
Beh.: Ja! Denn fur alle ¢/, 3" € Y gilt:

FW)+1W") =1 +y") <ply'+vy")
=p(y’ —xo +y" + x0)
< p(y —x0) +p(y" + x0);

es folgt

sup [f(y) —p(y’ — o)l < nf [p(y" +w0) = f(y7)].

Wenn die Zahlen auf der RS und LS gleich sind gibt es genau ein ¢ mit der gewiinschten
Eigenschaft; sonst konnen wir ¢ beliebig zwischen diesen beiden Zahlen wéhlen. i

Beweis von Theorem 7.10. (Hahn-Banach)

Sei F die Menge aller Fortsetzungen von f auf TRe U DY von X, die einer Abschéatzung
durch das Funktional p geniigen, d.h., F ist die Menge aller (geordneten) Paare (U, @)
mit:

— Y Cc U C X linearer TR,
— ¢:U — R linear,

— () < p(z), fir alle x € U.

Auf F definieren wir eine Halbordnung durch
U, o) <= (V) <= UCV, 9|U=¢. (7.9)
Damit wird (F, <) eine halbgeordnete Menge.
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Sei K C F eine Kette. Definiere U als die Vereinigung aller U, die bei den Paaren (U, ¢) €
KC vorkommen,

U={zeX;3U,p) eK:zecU}

Dann ist U ein linearer TR von X mit U D Y. Weil K eine Kette ist, konnen wir f
wegen der Konsistenzbedingung (7.9) auf U fortsetzen zu einem

¢:U—=R

mit
@(x) < plx), VYrel.
(Konstruktion von ¢: Zu jedem 2 € U gibt es ein Paar (U, ¢) € K mit z € U; definiere
&(z) := p(x). Die Wohldefiniertheit dieser Setzung folgt mit (7.9).)
— (U ,p) ist eine obere Schranke der Kette .
Nach dem ZORNschen Lemma existiert ein maximales Element (Xyax, fmax) € F.
Wire Xpnax # X, so gébe es ein g € X \ Xpax, und nach Proposition 7.11 kénnten wir

dann fiax auf span(Xpax U {zo}) fortsetzen (inklusive Abschétzung durch p(z)). Dann
wére aber (Xmax, fmax) kein maximales Element, Widerspruch!

Bemerkung: In separablen BRen kann man den Satz von Hahn-Banach auch ohne ZORN
beweisen; UA!

7.12. Definition. Sei X ein VR iiber C (oder R). Eine Abb. p : X — [0, 00) heiit eine
Halbnorm, wenn

plz+y) <plx)+ply), Vo,yekX, (7.10)
und

plax) = |a| p(x), Vae C, z€X. (7.11)
Bem.: Jede Norm ist zugleich auch Halbnorm; bei einer Halbnorm ist aber p(z) = 0

auch fiir x # 0 moglich. Jede Halbnorm auf einem R-VR ist insbes. ein sublineares
Funktional.

7.13. Theorem. (Hahn-Banach, komplexer Fall)
Sei X ein VR uber C und p eine Halbnorm auf X. Sei' Y ein C-linearer Teilraum von X
und f Y — C ein C-lineares Funktional mit
|f@) <p(x), xeY (7.12)
Dann gibt es ein C-lin. Funktional F': X — C mit
Fly = f, (7.13)

und
|F(x)| < p(x), VrelX. (7.14)
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1)

Beweis. Ein C-VR ist zugleich auch ein R-VR, wenn wir die skalare Multiplikation auf
R einschranken. Wir schreiben

f(x) = g(x) + ih(x), rey,

mit ¢ = Re f und h = Im f. Dann sind g und h R-lineare Funktionale auf ¥ mit Werten
in R. Weiter gilt

lg(@)| < [f(x)] < p(z), |W(z)] <|f(2)] <p(z), VzeY.
Weiter ist fiir alle x € Y auch iz € Y und es gilt

g(iz) + ih(iz) = f(iz) = if (2) = i(g(x) + k() = ~h() + ig(a),

also

h(z) = —g(iz), reyY; (%)

insbesondere ist h = Im f durch g = Re f schon eindeutig bestimmt.")
Nach Theorem 7.10 kénnen wir g zu einem R-linearen (reellen) Funktional G auf X fort-
setzen mit

G(x) < p(z), Vo € X.
_—

also
Wir definieren nun

Dann ist

F(iz) = G(iz) — iG(—z) = G(iz) + iG(x) = iF (z),
und wir sehen, dafl F' ein C-lineares Funktional ist. F setzt f auf X fort, denn fiir x €
Y gilt
F(r) = G(r) - iG(iz) = g(z) —ig(iz) = g(x) +ih(z) = f(z).
Schliefllich zeigen wir noch |F(z)| < p(z), fiir alle z € X: Schreibe dazu F(z) = re~"?
(mit geeigneten r > 0 und ¥ € R), so dafl
|F(2)] = eV F(x) = F(ex)
j . . .
|[F(z)| = F(e"z) = G(e"z) < pl(e’z) = p(a),
denn es ist F(e'’z) reell und G der Realteil von F. i

Gleichung (x) ist quasi von allgemeinerem Interesse, weil man hier schén sehen kann, was
die C-Linearitat fiir den Real- und Imaginéarteil eines linearen Funktionals bedeutet.
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Wir betrachten jetzt normierte VRe.

7.14. Korollar.
Sei X ein normierter VR, Y C X ein lin. TR und f : Y — C ein stetiges lin. Funktional.
Dann gibt es ein stetiges lin. Funktional F : X — C mit F|ly = f und

[Elx = 1fly -

(Hierbei ist |l = sup{|f(y)|: y € Y, [yl < 1}.)

Beweis. Setze
p(z) = |fly: =], z e X.

Dann ist p eine (Halb-)Norm auf X mit |f(z)| < p(x), fir alle z € Y. Nach Theorem
7.13 gibt es eine lineare Forsetzung F' von f auf ganz X mit

|F(z)] < p(x), Vo € X.

|Flx < sup p(z) = fly -
2l <1

Da andrerseits F' eine Fortsetzung von f ist, gilt auch |F| > | f|, insgesamt also die
behauptete Gleichheit. i

7.15. Korollar.
Sei X ein normierter VR und sei 0 # y € X. Dann gibt es ein stetiges lineares Funk-
tional A € X" mit |A| =1 und

A(y) = lyl-

Beweis. Sei Y der von y aufgespannte 1-dim. TR von X. Auf Y definieren wir ein stetiges
lineares Funktional A durch

May) == alyl, a € C;

dann ist |[A| = 1.
Nach Korollar 7.14 gibt es eine stetige lineare Fortsetzung A : X — C mit |A| = |A| = 1.
Tnsbesondere st A(y) = My) = |yl = Al Iyl

Folgerungen:

(a) X’ trennt die Punkte von X, d.h., zu z # y € X gibt es ein A € X’ mit \(x) # A\(y).
(b) Man nennt A € X’ wie in Kor. 7.15 auch ein “tangentiales Funktional” zu y € X.
Funktionale mit den Eigenschaften aus Korollar 7.15 haben wir im Beweis zu Satz 3.21
(Isometrische Eigenschaft der Einbettung von X in den Bidualraum X") verwendet.
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Dieser Satz wurde wiederum beim Beweis der Beschranktheit schwach konvergenter Fol-
gen im BR verwendet (Kor. 4.6).

7.16. Korollar.
Sei X normierter VR, M C X TR, undy € X. Sei

4= dist(y, M) = inf |y~ ml.

Dann gibt es ein A € X' mit |A| <1,

und

Beweis: UA.

Frage: Wie findet man im Hilbertraum lineare Funktionale mit den obigen Eigenschaften?
(UA)

7.17. Theorem.
Sei X ein BR. Wenn der Dualraum X' separabel ist, dann ist auch X separabel.

Bem.: Der Banachraum /; ist separabel, wahrend /., nicht separabel ist. Wir wissen
auBlerdem, dafl ¢} =/, gilt und daB

Klg)a)o

Wegen Theorem 7.17 kann hier aber keine Gleichheit gelten! Analoge Aussagen gelten
fir Ly, L} und Lo, L.

Beweis. Sei (A\,)nen € X' eine in X’ dichte Folge (d.h., zu jedem A € X’ und ¢ > 0
gibt es ein n € N mit A — A\, |y, < ).
Fiir jedes n € N konnen wir ein z,, € X finden mit |z, | = 1 und

1
)] 2 5 Pl

Sei
'D:: {wzzakxk7 meN, al,,am€Q+lQ}
k=1

der rationale Span der xj. D ist abzahlbar und wir miissen nur noch zeigen, dafl D dicht
in X liegt.
Angenommen, D nicht dicht. Dann gibt es ein y € X mit d := dist (y, D) > 0.
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Nach Korollar 7.15 konnen wir ein A € X’ finden mit A(y) # 0, aber A(xz) = 0 fiir alle
x €D.
Wegen (A, )nen dicht in X/ gibt es eine Teilfolge (An, Jren C (An)nen mit

An, > A in X' k — oo.

Wir schatzen nun ab
1
[A =il xr 2 [(A = A ) (@0, )| = P (20 )] 2 5 A -

= | Al x, — 0, mit & — oo;
— A =0, im Widerspruch zu A(y) # 0. |

Wir wollen nun aus dem Satz von Hahn-Banach einen Trennungssatz fiir konvexe Men-
gen herleiten.

7.18. Definition. Sei X ein VR. Eine Teilmenge M C X heifit konvex, wenn mit z,y €
M stets auch
tr+ (1 -ty e M, t €1[0,1],

gilt.
7.19. Definition. Sei X ein normierter VR und sei M C X offen und konvex mit 0 €
M. Die Abb. py; : X — [0, 00), definiert durch

pyu(z) :==1inf{a>0; x € aM} (7.15)
heifit das Minkowski- Funktional der Menge M.
7.20. Lemma.

Seien M und pps wie in Def. 7.19. Dann hat pyy die Eigenschaften (7.1), (7.2) (subaddi-
tiv und positiv homogen). Weiter gilt

M={ze X;pu(x) <1}

Beweis. pj; positiv homogen ist klar nach Definition von py,.
Fir z,y € X und o, 8 > 0 mit x € aM, y € M, folgt

1 a (1 8 /1
= —x | + —y | e M,
=t (ar) e (3)
da M konvex, a~lx € M, 871y € M, und

o g
a+5+a+5_1

= pu(@+y) <a+p
Fiir jedes € > 0 kénnen wir o < pas(z) + ¢ und 8 < pas(y) + € wéhlen. =

pu(z+y) < pa(x) +par(y) + 2e, Ve > 0.
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Wir zeigen noch
M={ze X;pu(x) <1}

Sei x € X mit pys(z) < 1. Dann existiert ein a < 1 mit « € M, mithin gilt

1
x = (1—04)04—04(5@ € M,

da M konvex, 0 € M und éx e M.
Ist umgekehrt x € M, so gibt es ein € > 0 mit (14 ¢)x € M, da M offen. —

< 1.

<
pu(z) < T

Einfiihrung zu Theorem 7.21: Wie trennt man disjunkte konvexe (beschriankte) Mengen
im Hilbertraum?

7.21. Theorem.
Sei X ein normierter VR, A, B C X seien konvex mit AN B = (). Dann gilt:
(a) Ist B offen, so gibt es ein lineares Funktional A € X' und ein a € R mit

ReA(z) < a < ReA(y), Ve e A,y €B.

(b) Ist A abgeschlossen und B = {xo} einpunktig, so existieren ein A € X' und ein b € R
mut
ReX(z) < b < Re (o), Vo € A.

Im folgenden Beweis betrachten wir nur den Fall reeller VRe. (Ein reelles trennendes
Funktional A in einem C-VR kann man ja immer zu einem C-linearen Funktional fort-
setzen.)

Beweis.
(1) Konstruktion eines sublinearen Funktionals p auf X:
Die Menge
V=B-A={y—z;ye B,z A}

ist konvex und offen; auflerdem gilt 0 ¢ V.
(V offen ist klar; 0 ¢ V wegen AN B = (); V konvex rechnet man sofort nach.)
Sei nun z; € V beliebig und

U .= T, — V.

Dann ist U eine offene, konvexe Nullumgebung in X. Sei pyy : X — R das Minkowski-
funktional von U.
Wegen 0 ¢ V ist 21 ¢ U, also py(z1) > 1
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(2) Konstruktion eines geeigneten Teilraums Y und eines linearen Funktionals f: Y — R:
Wir definieren ein lineares Funktional f auf Y := span {z;} durch

flaxy) == a, acR.

flazi) = a < apy(z1) =pu(az),  a=0,

und
flazy) = a <0 < py(azxi), a < 0.

(3) Anwendung des Satzes von Hahn-Banach:
Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein lineares Funktional F': X — R mit

Fly = f, und F < py.
Das Funktional F' ist dann stetig (da U Nullumgebung): Aus
—F(z) = F(-z) < pu(—=)

folgt
—pu(—z) < F(x) < py(x), z € X,

also
|F(x)| <1, Ve e UN(=U).

Da U Nullumgebung, gibt es eine Kugel B,(0) C U, also auch B,(0) C U n (=U). Es
folgt
|z <o = |F(@)| <1

Also ist |F| < o7 1, d.h., F ist linear und stetig. —
(4) Nachpriifen der Trennungseigenschaft:
Seien nun z € A und y € B. Dann ist x —y 4+ x1 € U, und es gilt

Flz)—F(y)+1=F(z—y+z1) <pu(z—y+a1) <1,

also F(z) < F(y).
—
sup F(z) < inf F(vy).
sup F(a) < Inf F()
— du € R:
sup F(z) < po < inf F(y).
€A yeB
Wegen B offen ist {F(y) ; y € B} C R offen, denn jedes stetige lineare (reellwertige)
Funktional, das nicht das Nullfunktional ist, ist eine offene Abbildung von X nach R
(was man direkt zeigen kann oder auch mit dem Satz von der offenen Abbildung). Daher
gilt po < F(y), fir alle y € B, was den Beweis von (a) beendet.
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Beweis von (b): Sei W eine offene, konvexe Nullumgebung in X mit
(CL’O + W) NA=0.
(Wegen A = Aist O := X \ A offen und zqg € O. Daher gibt es ein ¢ > 0 mit zy €
To + BQ(O) C O)
Nach Teil (a) gibt es dann ein A € X’ und ein a € R mit
ReA(z) <a < ReA(y), xr €A yexg+ W

Diese Abschitzung gilt dann insbesondere fiir y = x9. Wéahle nun b € (a, Re \(zg))
beliebig. i

Bemerkung. Diverse Varianten, z.B.: A kompakt, B abgeschlossen, dann Trennung mit
ReA(z) < a < Re)(zp), Vx € A,y € B. vgl. [RS].

Eine Anwendung auf die konvexe Hiille einer Menge.

7.22. Definition. Sei X ein normierter VR und sei A C X eine Teilmenge. Die Polare
A° von A wird definiert durch

A ={ e X'; MNz)| <1, Vz € A}.
Entsprechend definiert man fiir B C X’ die Linkspolare durch

°B:={z € X; |p(x)| <1, Vp € B}.
Fiir A C X heifit °A° := °(A°) die Bipolare von A.
Bemerkung. Ist M ein linearer Teilraum, so gilt

M° =M+ :={ e X' ; \Nz)=0, Vo€ M};

fir x € M und A € M° ist namlich

n|A(z)| = [A(nz)| <1, Vn € N.
Analog gilt fiir einen linearen Teilraum N C X’

N=*N={zxecX;p)=0,Voec N}

M~ und + N heiflen auch Annulatoren (engl.: annihilator); sie bilden einen Ersatz fiir
das Orthogonalkomplement eines VRs im Hilbertraum. Fiir einen lin. TR M C X gilt
wieder (ML) = M.

7.23. Definition. Sei X ein VR. Eine Teilmenge A C X heifit ausgeglichen (balanced,
équilibré, kreisférmig), wenn mit = € A auch (x € A ist fiir alle ( € C mit |(| = 1.
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— Manche Autoren verwenden || < 1 in der Definition des Begriffs “ausgeglichen”. Da
man es aber fast immer mit Mengen zu tun hat, die zugleich konvex sind, macht das i.a.
keinen Unterschied.

— () # A konvex und ausgeglichen =— 0¢€ A.

— Offenbar sind polare Mengen stets abgeschlossen, konvex und ausgeglichen.

7.24. Definition. Sei X normierter VR, A C X. Die kleinste konvexe und ausgeglich-
ene Menge, die A enthélt, heifit die absolutkonvere Hiille von A; in Zeichen: a.c.h.(A).

— a.c.h.(A) umfalt trivialerweise die konvexe Hiille von A, definiert durch
conv(A) :={te+ (1 -t)y; z,yc A, 0 <t <1}
Dabei kann aber a.c.h.(A) “viel grofier” sein als conv(A)!

7.25. Theorem. (Der Bipolarensatz.)
Sei X ein normierter VR und ) # A C X. Dann gilt

°A° = a.c.h.(A);
d.h., die Bipolare von A ist gleich dem Abschluf8 der absolutkonveren Hiille von A.

Interpretation: Links steht ein durch die Analysis (durch Ungleichungen) definierter
Ausdruck, auf der rechten Seite steht ein durch geometrische Begriffe definierter Aus-
druck (bis auf die Abschlieung).

Beweis. Sei B :=a.c.h.(A).
(1) Ist x € A und X € A°, so gilt |A(z)| <1, und es folgt

x € °A°,

und wir sehen, dafl jedenfalls A C °A° gilt. Da °A° als Polare abgeschlossen, konvex und
ausgeglichen ist, folgt damit sofort

B =a.c.h.(A) C °A°. (%)
(2) Aus A C B folgt B° C A° und °A° C °B°, also, mit (x),
B C °A° C °B°,

und wir miissen nur noch °B° C B zeigen.
(3) Sei zp € X \ B. Nach dem Trennungssatz 7.21, (b), exist. A € X’ und a € R mit

AW < a <|Mxo)],  VyeB. ()

(Man beachte, daf8 B konvex und ausgeglichen ist, sodal mit y € B auch eVy € B ist fiir
alle ¥ € R; wir kénnen 9 € R so wihlen, da8 A\(e!?y) reell ist.)

Es ist @ > 0, wegen (*x) diirfen wir aber sogar @ > 0 annehmen. Schliefilich kénnen wir
A so skalieren, dafl @ = 1 ist; damit folgt A € B° und z¢ ¢ °B°. [ |
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