5. Entwicklungen nach Hermite-Funktionen.

Wir zeigen in diesem Paragraphen zunéchst, dafl der Raum S(R™) topologisch isomorph
zum Folgenraum s, ist. Zu diesem Zwecke definieren wir auf S eine dquivalente Fami-
lie von Halbnormen, die mit Hilfe von geeigneten Lo-Normen gebildet werden, und ent-
wickeln (in Lo und in §) nach Hermite-Polynomen. Wir folgen hier ziemlich genau der
Darstellung in [RS-I].

5.1. Definition. Fiir m € N sei s, der VR der rasch abfallenden Multi-Folgen (aq)aeNm
mit a, € C und

@ ((aa)aenm) = sup |alflaq| < oo, (5.1)
aeN™
fiir alle k£ € Ny.
5.2. Satz. Wenn wir s, mit Hilfe der in (5.1) definierten Familie von Halbnormen topol-

ogisieren, so ist s,, ein Fréchet-Raum. (UA)
Eine zu (qr)reN, dquivalente Familie von Halbnormen auf s,, wird durch

1/2
[(aa)ls == (Z(a + 1)2ﬁ\aa|2> ,  BeNT, (5.2)

«

gegeben, wober

m
a+1 Haj-l—lwﬂ
j=1

(Beweis als UA)
Auch auf S(R™) fiihren wir nun eine Familie von Ls-Halbnormen ein:

5.3. Satz. Auf S(R™) wird durch
[£laps2 = 12D f|| oy s J €S, @ BENG, (5.3)

eine zur Familie (04,5) aus Gl (4.1) dquivalente Familie von Halbnormen gegeben.

Beweis. (Nur fir m =1.)
Wir schreiben .|, == [.| 1, )

Wegen (14 2%)7! € Ly(R) gilt mit Cp := ||(1 + 2%) 7|, fiir belicbige g € S

loly < (| +2*)7H, - |+ 29, < Cof (1 +27)g], .

sodaf3
1flap2=[2*D°f], < Co (1 +2*)2*DP f||

< Co (0a,5(f) + 0ar2,8(f)) -
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Umgekehrt folgt aus g(x) = ffoo g'(t)dt, dal

l9loe < gl < (1 +2%)g']l, - [[(1 +2%) 7, = Co [[(1 +27)g/|

2

wegen der Schwarzschen Ungl. Mit (z*D? f)’ = az® ' DP f+2* DAL f folgt daher (wenn
wir oben g := 2*DP f einsetzen)

0a,8(f) < Co (1 +2?) [az® ' DP f + z*DPH £,

< CO {Oé Hf”a—l,ﬁ;Q + Hf”oé,ﬁ—Fl;Q +o Hf||o¢—|—1,,3;2 + HfHoH—Q,ﬁ—Fl;Q} :

Die Hermite-Funktionen bilden eine ONB (Orthonormalbasis) im Hilbertraum Lo(R);
zugleich sind sie die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

die Funktion 22 steht hier fiir den Multiplikationsoperator M,2:S — S, definiert durch
p(x) = 2?p(x),  VpeS.

Wir definieren zunichst die sog. Leiteroperatoren A:S — S und A': S — S durch

1 d 1 d
A= — — At =~ (x —
und setzen
N —ATA—E(—d—QJr 2-1)
20 da? .

Es besteht die Kommutatorrelation (UA)
[AT, A] := ATA — AAT = —T.

Nach Par. 4 sind M, und % stetige lineare Abbildungen von S nach §; beide lassen sich
zu stetigen linearen Abb. von &’ nach S’ fortsetzen. Insbesondere sind daher A, AT und
N stetig von S nach S wie auch von &’ nach §’. Wir definieren nun auf S = S(R) eine
(letzte) Familie von Halbnormen durch

[ f e = IN+ D) fl,, feS, neN. (5:4)
5.4. Satz. Die Halbnormen |.|, .o, n € N, bilden eine (gerichtete) Familie von Halbnor-
men auf S, die dquivalent ist zur Familie (|.|, 5.5) aus (5.2).

Im Beweis von Satz 5.4 verwenden wir das folgende Lemma:
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5.5. Lemma. Wenn A% einen der Operatoren A oder Al bezeichnet, so gilt fiir beliebige
k-fache Produkte aus A und At

HA?""‘Ak#szS<(N+/<>’“f,f>, fes,

wobei (., .) das Standard-Skalarprodukt im Hilbertraum Lo(R) bezeichnet.
Beweis. UA. |

Bem.: Linke Seite = <(Ak#)* (AT AT AT F f>~

Beweis von Satz 5.4. )
(1) “gerichtete Familie von Halbnormen”: einfache UA.

(2) Zu jedem n gibt es ein M € N und oy, 55, j =1,..., M, mit

M
Hf”n,Q S CZ HfHaj”BjQ? f S 87

J=1

klar, wenn man (N + 1)” nach Binomi ausmultipliziert und N = AT A einsetzt).

(
(3) Weniger trivial ist die umgekehrte Abschitzung: hier sucht man zu «, § € Ny ein
k € N und eine Konstante C' > 0 mit

Hf”oc,ﬁ;Q S CHf”k,Q? f c S

Seien also «, 8 € Ny. Wegen x = %(A%—AT) und L = LQ(A—AT) kénnen wir schreiben

2*DP = [%(A - AT)} ) [%(A + AT)] |

d.h., x*D? ist endliche Summe aus Termen der Gestalt
cAF .. AT

mit k& = « + (; hierin steht jedes Af fiir einen Faktor A oder einen Faktor AT. Mit
Lemma 5.5 erhalten wir daher die Abschatzung

o711, < x|+ 051, < o [V 4 DTl = exlils S,
mit k1= a + 3. '

Wir betrachten nun die (eindeutig bestimmte!) Funktion &y € S, definiert durch A®, =
0 und [®o|, = 1, namlich

1,.2

Oy (x) = r 1 /4em 27 r € R,
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und definieren weiter

O, () = (n!) 72 (AT) D (). (*)
Man rechnet nach, daf

Lo (d\"
B, (z) = (2"n!) V2 (—1)"a/4eze” (@) e

Die Funktionen ®,,, n € Ny, heiflen (die) Hermite-Polynome (oder: Hermite-Funktionen);
sie sind die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators:

d2
(—@ + xQ) ®,=02n+1)®,,  n€Nq. (5.5)

5.6. Lemma. (®,,),en, ist eine ONB im Hilbertraum Lo (R).

Beweis.
(1) Wir zeigen zunéchst (5.5); dafiir miissen wir N®,, = n®,, nachweisen. Nun ist aber
(wenn wir n-mal A mit At vertauschen und =, := (n!)~'/2 schreiben)

N®, = ATA®, = v, ATA(AN)" @4 = ny, (AT)"@g + 7, (AT)" ADy = nv,, (AT)"®g = n®,,

da Aq)o =0.
(2) Aus (5.5) folgt sofort, daBB (®;, @) = 0 ist fiir j # k, da (mit partieller Integration)

(27 + 1) (@, Pi) = (—O) +2°®;, D) = (D;, =P} + 2°Dp) = (2k + 1) (D5, Dy).

Man sieht leicht, daf |®,,| = 1 ist.
(3) Es ist klar, da8 ®,, von der Gestalt

ist, wobei P,, ein Polynom vom Grade n ist.

(4) Der von den Funktionen
nk(z) == xke_mz/Q, k=0,1,2,...,

aufgespannte Teilraum ist dicht in Lo(R), d.h., wenn f € Lo ist und (f, ) = 0 gilt
fir alle k € Ng, dann muf schon f = 0 sein. (Ohne Bew.; vgl. zB [KF] und viele andere
FA-Biicher. Nicht einfach, aber interessant!)

Die Anwendung des Orthogonalisierungsverfahrens von Gram-Schmidt auf die Funktio-
nen ¥, k= 0,1,2,..., im Hilbertraum Lo(R; e_mzdx) liefert daher eine ONB (¢, )neN,-
Jedes 1), ist dabei von der Gestalt

Un () = G P (z)e ™" /2,
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P, Polynom vom Grade n. Da es hochstens ein ONS von der angegebenen Gestalt geben
kann, folgt ®,, = 1,,; insbesondere bilden die ®,, eine ONB in Ly(R). [ |

Bemerkung. Fiir m > 1 ist der Hilbertraum Lo(R™) unitar dquivalent zu Lo(R) ®
... ® La(R), dem m-fachen Tensorprodukt von Lo(R); vgl. zB [RS-I]. Aus der oben be-
wiesenen Tatsache, dafl (®,,)nen, eine ONB in Ly(R) ist, folgt daher, daf die Hermite-
Funktionen (®4)aeny von m Verdnderlichen,

b, =9, ®...09,,, a=(a1,...,am) € Ni,
wobei
Do (1, Tm) = Py (1) oo - Py, (), x=(x1,...,xm) € R™,
eine ONB des Hilbertraums Lo (R™) bilden.

5.7. Theorem. Die Fréchet-Riume S(R™) und s,, sind topologisch isomorph. Ein
stetiger Isomorphismus wird durch die folgende Hermite-Entwicklung gegeben:
Fir f € S ist die (Multi-)Folge der Hermite-Koeffizienten

(aa)ozGN{)”H Qo = <f7 qDa) = f(x)q)a(x)dx,
ein Element von s,,. Die Zuordnung

J:S = sm, [ ((f, Pa))aeny

st ein topolog. Isomorphismus. Die Hermite-Entwicklung von f,
=Y aa®,

konvergiert in der Fréchet-Topologie von S.
Beweis. (Nur fiir m =1.)

(1) Fiir f € S sei ay, := (f, ). Da (®,,)nen, ONB, konvergiert die Reihe Y a,®,
in Lo(R) und die Summe der Reihe liefert gerade f, d.h.,

f - i anPp,
n=0

nach Parseval. Wegen N*: S — S und f € S ist auch N*f € S C Ly. Nach Parseval gilt
daher

STHNEFL @) [P = [ NFF]; < oo,
n=0
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mithin gilt
00> Y [(NFFL @) P =) |[(f, NF@,) 2
n=0 n=0

=(5.5) Z n%\ (f, @)
n=0

)
_ Zn2k|an|2-
n=0

= (an)nenN, € S.
Die obige Rechnung zeigt dartiberhinaus, dafl

[lx:2 = an)neno ., & € No, (5.6)
mit der Notation von Gln. (5.2) und (5.4).

(2) Die Zuordnung f — (an)neNy, @n = (f, ®p), ist linear und injektiv (wegen (5.6)).
(3) J:S — s ist surjektiv: Sei (a,) € s. Wir definieren

M
fv o= Zanfbn e, M € Ny.

n=0
Dann gilt fir K > M
K
2
Ifc = frulpo = D lanfP(n+1)** 50, M — .
n=M-+1

Daher besitzt die Folge (far) men die Cauchyeigenschaft bzgl. jeder der Halbnormen
|.|,.o, ist also eine CF in S.

S Vbllstéindig —> s existiert ein f € § mit f; — fin S.

Insbesondere gilt dann fy; — f in Ly(R), woraus (f, ®,) = a, folgt fir alle n € Ny.
—> J surjektiv.

(4) Die Stetigkeit von J und J~! ergibt sich sofort aus (5.6). |

Nun koénnen wir auch 8" mit einem Folgenraum identifizieren:

5.8. Satz. Der (topolog.) Dual von s, ist der VR der polynomiell beschrinkten (Multi-)-
Folgen, d.h.,

sl = {(ba)aenm ; 3C >0, 3B € NI, Ya € N™: |b,| < C(a+ 1)7}.

Fir 0 = (bo)aenm € s, und a = (aq)aeNm € Sy, gilt dabei

l(a) = Z aabe.-

aEN™
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Beweis. UA. Vgl. auch FA I, Beispiel 3.19. |
5.9. Theorem. Wenn wir fir T € 8'(R™) die Hermite-Koeffizienten als
bo :=T(P,), a e N,

definieren, dann ist (by) € s,,,. FirT € 8" und by, = T(®,,) konvergiert die Reihe
2 ba®a =D bala,

in der o(S',S)-Topologie gegen T .
Umgekehrt gibt es zu jedem ¢ = (b,) € s, ein T € 8" mit T(P,,) = by fiir alle « € Nj.

m

Beweis. (Nur fiir m =1.) Sei T' € §’. Dann gibt es ein £ € N und ein C' > 0 mit

da die Familie der Halbnormen |.|, ., gerichtet ist.
Fiir die n-te Hermite-Funktion ®,, gilt |®,],., = (n + 1), und damit folgt

|bn| = IT(®)| < C(n+1)",  VneN.
—  (b,) €5

Sei umgekehrt (b,,) € s’. Dann gibt es ein k € N mit |b,| < C(n + 1)*. Wir definieren
auf s ein lineares Funktional B durch

s 3 (an) — B((an)) := > _bpay € C.
n=0

Dann gilt
B((an)] < [ballan] < CY (n+1)"ay|

<0 (Xn+ 1240, ) " (Sn+ 1))
<Ol

vgl. Def. 5.2 fiir die letzte Abschatzung.
Daher ist B ein stetiges lineares Funktional auf s. Nach Thm. 5.7 sind die Fréchet-Raume
S und s isomorph. Sei J: S — s der im Beweis von Thm. 5.7 angegebene Isomorphismus,

Jf = ( / f(x)de)neNo-

T:=BoJcS,

1/2

Da B € ¢/, folgt
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d.h., die Folge (b,,) € s’ erzeugt in kanonischer Weise eine Distribution 7' € S'.
Behauptung: T(®;) = b; fiir alle j € No.
Bew. der Beh.: T(®;) = B(J®;) = B((d;jn)nenN), Wobei (0, )nen die Folge bezeichnet,
die an der j-ten Stelle eine 1 hat, ansonsten aber aus Nullen besteht.

— T(q)j) = ZEO:O bndjn = bj. o
Wir haben also eine (lineare) Abb.

J:s' = S
s> (b,)—~T:=BoJed&

konstruiert mit der Eigenschaft, dafl T'(®;) = b;, j € Ny.

—  Die lin. Abb. J ist injektiv.
Nach dem ersten Teil des Beweises ist J aber auch surjektiv: Denn sei T € S’ und sei
(b,) € s’ die Folge der Hermite-Koeffizienten zu 7. Dann sieht man leicht, da8 fiir B =
B,y gemaf} der obigen Konstruktion

T=BolJ
gilt. i
5.10. Korollar. S ist dicht in S’ in der o(S’,S)-Topologie.

Beweis. Sei T' € S’, mit Entwicklungskoeffizienten (ba)aeNgz. Dann ist Z\a\gN bo®, €
S und nach Thm. 5.9 konvergiert EIaISN bols, gegen T in der o(S’, S)-Topologie, mit
N — oo. i

5.11. Korollar. S ist separabel in der Fréchet-Topologie, S’ ist separabel in der o(S’,S)-
Topologie.

Bew. als UA.

5.12. Korollar. (Der Regularititssatz fiir temperierte Distributionen; vgl. Thm. 4.15.)
Zu jeder temperierten Distribution T € S’ gibt es eine polynomiell beschrinkte, stetige
Funktion g: R™ — C und ein o« € N{* mit

T = D%,
wobei die Ableitung D*qg in S’ gebildet wird.
Wir verwenden zwei einfache Lemmas (wieder mit N = ATA):
5.13. Lemma. Seim = 1. T € S’ habe die Entwicklungskoeffizienten (b, )nen, € S,
by, = T(®,) firn € Ny.
Dann besitzt (N 4+ 1)T die Koeffizienten ((n + 1)by,)neN-
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Beweis. Fiir f € S ist

(N + DTI(f) = T(N + D))
=3 bute, (N +1))

= by (P, (N+1)f)
= b (N+1)®,, f)
=> (n+1)b, (2, f)

= (n+ Dbpla, (f).
' N

5.14. Lemma. Sei ®,, die n-te Hermite-Funktion, n € Ng. Dann gibt es eine Konstante
C >0 mit
|®,], <Cn+1)32  neN,.

Bemerkung. Man kann sogar
|@,], < Cln+1)7Y12 neN,
zeigen (vgl. [RS-1]); diese Abschétzung ist optimal.
Beweis. Fiir bel. f € S gilt die Abschiatzung aus dem Bew. von Satz 5.3
[floe < e [(X+2%)f],
Wegen @, € S und v2z = AT + 4, V24 = A — AT, folgt
|Pn], <1 H(A - AT)(IDHH2 + H(AJr + A)%(A - AT)CI%H2

1/2
<Lomma 5.5 €2 (N, 8,02 + ¢y (N3®,, , &))"
< CS(” + 1>3/2 ”(I)nnz .

Beweis von Kor. 5.12. Sei T € &’ mit den Entwicklungskoeff. (b,,) € s’. Dann gibt es
E >0 und k£ € N mit
lbo| < BE(n+1)*,  n € N.

Sei
an == (n+1)"%3p,,, n € Ny.
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Dann gilt wegen Lemma 5.14

S anl [l < S (04 1)792 < o0,

und daher konvergiert die Reihe > a,®,, gleichmifig auf R gegen eine Funktion F' €
Co(R). Die Distribution ¢ € S’ hat die Hermite-Koeff. (a,)nen,-
Nach Lemma 5.13 hat (N + 1)k¥*3F € &’ die Hermite-Koeff. (n + 1)**3a,, = b,,, d.h.,

T=(N+D*3F  (in8)

d? k43
:2_k_3 <—@ +x2+1) F

T= ) P (C%) F,  (Distrib.-Abl.) (%)

J<2k+6

wobei P; Polynom in x vom Grade < 2k + 6 ist. Aus (*) folgt dann die Beh. (UA). 1

5.15. Korollar. (Satz vom Kern, “nuclear theorem”.)

Sei B:S(R™) x S(R™) — C bilinear und stetig (separat in beiden Variablen, also gemein-
sam in beiden Variablen; vgl. Kor. 3.7).

Dann gibt es eine temperierte Distribution T € 8'(R™ x R™) mit

B(f,9)=T(f ®g), feSR"), geSER™).

Bem.: Fir f € S(R"), g € S(R™) ist f ® g € S(R™™) definiert durch

(fog)(x,y) = f(x)g(y), xeR", yeR™

Beweis. B stetig gemeinsam in beiden Variablen
—
Es gibt 7, s € N§* und C' > 0 mit

IB(f, Pl < Clflyz-lglse:  fFeSRY, geSR™).

Setzt man speziell f := @4, g := ®g (Hermite-Fktn.) ein, so ergibt sich wegen [®4,., =
(14+a)"
|B(®a, 5)| < Cla+1)"(B+1)° = Cl(a, ) + 1],

mit (o, B) := (a1,...,an, B, - -, Bm) € NGT™, und analog fiir (7, s).
Fiir b, gy 1= B(®qa, ®p) folgt daher

(b(a,ﬁ))(a,ﬁ)eNg+m € Shim-
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Nach Thm. 5.9 gibt es also eine Distribution 7' € §'(R"™ x R"™) mit
T(®, ® Pp) = b(a,g)-
Seien nun f € S(R™), g € S(R™). Nach Thm. 5.8 gilt f = > aaPo und g = > czPp;

beide Reihen konvergieren in der Fréchet-Topologie von S.
—

T(f@9) =T (1Y a0®a © [Y cs®5))
= ZaQCBT(q)a ® Pg)
a,p

= aacpb(ap)
B

= aacsB(®q, 0p)
a,B

= B(f,9).
(Die zweite Gleichheit folgt aus der Stetigkeit von 7" und der Konvergenz der beiden Rei-

hen in S; die letzte Gleichheit folgt aus der Stetigkeit von B.)
i

Bemerkung. Die Gauflfunktion ®( 16st die Dgl. 2. Ordnung
—u" + 2*u = u, (%)

und die weiteren Hermite-Funktionen haben wir mit Hilfe der Leiteroperatoren aus ®,
gewonnen. Die DGI. (%) hat natiirlich einen 2-dimensionalen Losungsraum, und man
konnte auf die Idee kommen, mit einer der anderen Losungen zu arbeiten. Man kann
aber zeigen (nicht ganz einfach!), daf§ die Losungen, die nicht Vielfache von ®¢ sind, bei
+oo sehr stark anwachsen (dem Betrage nach), und daher nicht in Lo(R) liegen.
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