€5. Lineare Operatoren, Resolvente und Spektrum.

Wir beginnen mit einem kleinen “Katalog” von Beispielen beschrankter linearer Opera-
toren.

5.1. Beispiel. Stetige lineare Operatoren auf Folgenraumen.

(a) Multiplikationsoperatoren auf £,,.
Sei w € £y, fest gewéhlt und sei p € [1,00]. Dann ist

My: by — by, 0y, >z — (WKTE)keN,

ein beschr. lin. Operator mit Norm [ My, , = |w]-

(b) Rechts- und Linksshift auf ¢,. Gewichtete Shift-Operatoren.
Sei p € [1,00] und sei z = (Tg)reNn € £p.
Linksshift: « — Lz := (z2,23,...) € {y;
Rechtsshift: z — Rx := (0,21, 22,...) € {.
Offenbar gilt |Lz[, < |z|, und |Rz|, = ||,
Mit einer festen Folge w € /o, kann man analog gewichtete Shift-Operatoren definieren,
etwa durch
x = (W1To, Waks3, W3Ty, . . .);

gewichtete Shifts haben die Form RM,,, M,,R, LM,, oder M, L, mit M, wie in (a); das
obige Beispiel ist offenbar M, L.

(c) Allgemeiner kann man (halb-unendliche) Matrizen (w;;); jen, mit w;; € C, betrach-
ten. Unter der Voraussetzung

o0
A := sup Z lwg;| < o0,
keN

folgt, daBl
T = (Yk)keN,

mit

oo
Yk = Zwkj%’? keN,
i=1

einen beschrankten Operator von /., — £, mit Norm < A erzeugt.

Bemerkung. Es ist schwer bis unmoglich, scharfe Bedingungen dafiir anzugeben, daf3
eine Matrix (wg;)k,jen einen beschrankten Operator von ¢, nach ¢, erzeugt. Fiir p = 2
wurde eine ziemlich gute hinreichende Bedingung von I. Schur angegeben.

Bemerkung. Natiirlich kann man hier allgemeiner die Frage stellen, wann der von einer
Matrix erzeugte lineare Operator stetig von £, nach ¢, abbildet, etc.

5.2. Beispiel. Stetige lineare Operatoren auf Funktionenrdumen.

(a) Mulitplikationsoperatoren.
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Fiir V:[0,1] — C stetig und beschréankt ist
My (C[0,1],[-|o) = (C0, 1, [s0)s =2V,

ein stetiger linearer Operator mit Norm | My | = |V .
Analog fiir die Multiplikation auf L,(Q) mit V' € L. (Q).

(b) Integraloperatoren.
(1) Fir K:[0,1] x [0,1] — C stetig definiert

Cl0.1]5 f /0 K(,9)f(y)dy € C[0, 1] (5.1)

einen beschr. linearen Operator (wenn wir wieder die |.| -Norm verwenden).
Wenn K = K(x,y) eine mefibare, beschrankte Funktion auf Q x € ist, so erzeugt

LiQ)> [ /Q K(,9)f(5)dy € Loo() (5.2)

einen beschr. lin. Operator (bzgl. der kanonischen Normen auf L; und auf L).
Analog kann man sich fragen, wann ein Integraloperator stetig von L,(€2) nach L4(Q2)
abbildet; hier niitzt man die Holdersche Ungleichung und ihre Varianten aus.

(2) Sei g € L1(R). Dann erzeugt die Faltung

Li(R) > f = frg:= /Rg(- —y)f(y)dy € L1(R)
einen beschr. linearen Operator. Dabei gilt genauer

1> gly < 1f1y Nl -

(Faltungsalgebra, es gibt keine Eins!)
(3) Fiir Funktionen u € C.(R) wird die Fouriertransformation F definiert durch

1 > —i€x
(Fu)(§) := E/Ooe S (x)da.

Man kann zB zeigen, daf3 sich F in eindeutiger Weise zu einer stetigen linearen Abb. von
Li(R) nach Cy(R) fortsetzen 1a8t, aber auch zu einer isometrischen, bijektiven, Abb.
von Lo(R) nach Ly(R). (Die Abb. F: Li(R) — Cy(R) ist nicht surjektiv.)

Dieser Katalog ist in keinster Weise vollstandig! Allerdings ist es kein Zufall, da} keine
Differentialoperatoren auftauchen. Diese fiihren i.a. zu unbeschrankten Operatoren, fir
die man eine eigene Theorie entwickelt hat.

Wir wenden uns nun den Grundlagen der Spektraltheorie der linearen Operatoren zu.
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5.3. Definition. Sei X BR iiber C, T' € B(X) := B(X, X). Die Menge
o(T)={ e C; T— A :X — X bijektiv }
heifit die Resolventenmenge von T. Das Komplement
o(T) = C\ o(T)
heiflt das Spektrum von T.

Fir A € o(T) ist T — A stetig und bijektiv; nach dem Satz von der inversen Abb. ist
daher auch (T'— X\)7!: X — X stetig.
Wir schreiben jetzt T'— X statt T"— AI.

5.4. Theorem. (Die Neumannsche Reihe.) Sei T € B(X) und Ao € o(T'). Dann kon-
vergiert die Reihe

Sy = (T — )\0)_1 {I—|— i(/\ — /\O)n(T — )\0)_”}

fiir X = Xo| < 1/|[(T = Xo)~!| in der Norm von B(X) und definiert einen Operator
Sy € B(X), der der Gleichung

S\M(T = \) = Ix = (T — \)S,

genugt.
Insbesondere ist {\ € C; |\ — Xo| <1/ [(T — Xo) 7|} € o(T). Daher ist o(T) eine offene
Teilmenge von C, o(T) ist abgeschlossen.

Beweis-Idee: “Bruchrechnen”!
1 1

T—X (T=X)+ Ao—N)
1 1
N T— )\0 1+ ()\0 — )\)(T— )\0)_1
1 =/ A=X\"
_T_)\OZ(T_)W)

n=0

wegen der geometrischen Reihe. Ein “richtiger Beweis” untersucht dann noch die Kon-
vergenz der Reihe in B(X) etc. |

5.5. Satz. Fir T € B(X) gilt o(T) € {x € C; |A| < [T}

Beweis-Idee. Fiir A € C mit || > |T'| liefert “Bruchrechnen”

1 -1 1 1 >~ /1 \"
T-XA X 1-1T A<+;<A)>’
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Die Reihe konvergiert in B(X), etc. i
5.6. Satz. FirT € B(X) ist stets o(T) # 0.

Beweis. Nach dem Bew. zu Satz 5.5 ist

_ 1 e
n=1

also H(T — )\)_1H — 0, mit A = oo. Wére nun o(7T') = (), so wire fiir alle x € X, p € X’
die Abbildung
Cox=({(T—-XN""z,¢), ,, €C

eine ganze analytische Funktion, die mit |[A\| — oo gegen Null geht. Nach dem Satz
von Liouville aus der Funktionentheorie mufl diese Funktion konstant sein; da sie bei oo
gegen Null geht, muf sie schon identisch gleich Null sein, d.h.,

(T-XN""2,0) =0, VzeXpeX'

Daraus folgt aber (da X’ die Punkte von X trennt, nach Hahn-Banach), da§ (T—\)~! =
0 ist, fir alle A € C, Widerspruch! [ |

5.7. Definition. Sei X BR, T € B(X). Dann heifit

r(T):= sup ||
A€o(T)

der Spektralradius von T.

5.8. Theorem. Sei X BR, T € B(X). Dann existiert lim, o |[T" Hl/n und ist gleich
dem Spektralradius.

Beweis ist etwas langlich. Im Hilbertraum gilt fiir symmetrische Operatoren A sogar

r(A) = [A].

5.9. Definition. Sei T' € B(X).
(a) Wenn fiir ein 0 # z € X und ein A € C die Gleichung

Tr = \x

besteht, so nennt man A einen Figenwert von T, und x einen Figenvektor von T zum
Eigenwert \.

Wenn A € C ein EW von T ist, dann ist 7' — AI nicht injektiv, also gilt dann A € o(T).
Die Menge aller Eigenwerte von 7" bildet das Punktspektrum op(T).

(b) Sei A € C kein Eigenwert von 7. Wenn ran(T" — AI) nicht dicht in X ist, so gehort A
zum Residualspektrum von T ores(T)
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(c) Wenn T' — AI injektiv ist und ran(7T" — A\I) = X ist, aber ran(T" — A\I) # X, so gehort
A zum kontinuierlichen Spektrum von T: oyon (T').

Dies liefert eine disjunkte Zerlegung des Spektrums: Es ist 0,(T") C o(T), ores(T) C
o(T), oxont (1) C o(T), die drei Mengen sind paarweise disjunkt, und es gilt

o(T) = 0p(T) U ores(T) U ogeont ().

e Dualitat und Spektrum.

Es seien X, Y normierte VRe, und es sei T' € B(X,Y’). Der lineare Operator 77 : Y’ —
X', definiert durch
Tp:=poT, peY’, (5.3a)

dh.,
(T'p)(x) = (Tx), VoeVY', VzelX, (5.30)

heiflit der zu T duale Operator (oder: die Adjungierte). Esist T" € B(Y', X'); s.u.!
Notation mit dualer Paarung: (IT'v, @)y, = (x, T'¢)x x/, firallez € X, p €Y'

(Wegen T' € B(X,Y) und ¢ € B(Y,C) ist in der Tat T"¢ : X — C ein stetiges lineares
Funktional, d.h., T"p € X'. )

5.10. Satz. (vgl. Satz 9.2) |T"| = |T].

5.11. Theorem. (Phillips; siehe [Y]) )
Set X BR, T € B(X) undT'" € B(X") der zu T duale Operator. Dann gilt

o(T)=o(T'), o) =o(T), [T=N)"T=T"=N"" VAeo)

T AN *

Bem.: Im Hilbertraum # ist hingegen o(A*) = 0(A4) und [(A—\)7!]" = (A* = X) 7%

e Riesz-Schauder-Theorie (Vgl. Par. 10 der Vorlesung.)

5.12. Definition. K: X — X heifit kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel unter K
eine relativ-kompakte Teilmenge von X ist.

5.13. Theorem (Riesz, Schauder)

(a) T kompakt <= T’ kompakt.

(b) o(T) \ {0} besteht aus Figenwerten, und zwar héchstens abzdhlbar unendlich vielen.
Als einziger Haufungspunkt der Eigenwerte kommt 0 in Frage.

(c¢) Die Vielfachheit der Eigenwerte # 0 ist endlich.

(d) Fir N\ #0 gilt: N€ o(T) <= Xeo(T).

Bem.: Anwendungen bei Integralgleichungen, Fredholmsche Alternative.
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