94. Der Schwartzraum S und der Raum der temperierten Distributionen S’.

Notation. N{' := Menge der m-Tupel nicht-negativer ganzer Zahlen, d.h.,

m o .
aeNy' <<= a=(o,...,0), mita; € Ny.
|| := E aj, D = e e & =2,
pt C1 Lo

fir x € R™.
Auf C*°(R™) definieren wir eine Familie von Funktionen (mit Werten in [0, oo])

05(p) = sup [o°Dlp(a)[, € CR™), (4.1)
fir o, B8 € N§*.
4.1. Definition.
SR™) :={p e C*(R™; C); gaplp) <oo, Va,Be€Ng} (4.2)

heifit der V-Raum der rasch abfallenden Funktionen oder der Schwartz- Raum.

Bem.: Wenn ¢ € S(R™) ist, dann klingen ¢ (und alle Ableitungen D%p) rascher ab als
jede Funktion (1 + |z|)~%, fiir alle k € N.

Beispiele. (fiir Funktionen aus S.)

(i) Es ist C2*(R™) C S(R™). Wegen C dicht in L,(R™), fiir 1 < p < oo, ist daher
auch S(R™) dicht in L,(R™). (Dal S(R™) C L,(R™) gilt, zeigen wir weiter unten.)
(ii) e~el#l® € S(R™), fiir a > 0. Allgemeiner ist fiir jedes Polynom P(z) die Funktion
P(z)e~l®I” € S(R™), fiir a > 0. (— Hermite-Polynome!)

(73i) Sei 1 < p < co und f € L,(R™) habe kompakten Trager in R™, d.h., es gibt eine
Kugel Br € R™ mit f(z) = 0 fiir alle x € R™ mit |z| > R. Dann ist die durch Faltung

erzeugte Funktion

Fre P e S®™),  a>o0,

wobei

(Fre™ )@= | fpei"ay.

R™
Weiter gilt

—lz|?

f* [(47Tt)_m/QeT} — f in L,(R™), t]O0.

(UA) Dieses Resultat gehort eigentlich in die Partiellen DGIn., wenn man das Anfangswert-
problem fiir die Warmeleitungsgleichung studiert.
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4.2. Theorem. Der VR S(R™) ist mit den von den Halbnormen g, 5, mit o, B € N,
erzeugten Topologie ein Fréchet-Raum.
Eine dquivalente Familie von Halbnormen wird gegeben durch

pr(p) == sup sup 1+ |z))f [D*¢(z)], ¢ € SR™), k € Ng. (4.3)
a|<kzeR™

Die Familie (pr)ren ist gerichtet.

Bew. (fir m =1): UA.

4.3. Definition. Der Raum der stetigen linearen Funktionale auf S(R™) wird mit &’ (R™)
bezeichnet und heifit Raum der temperierten Distributionen.

Auf & erzeugt jedes ¢ € S die Halbnorm

pe(l) =1l(p)l, LS.

Die Familie (py),cs trennt die Punkte von S’. Die o(S’, S)-Topologie ist die von der
Familie (p,),cs erzeugte lokalkonvexe Topologie (diese Topologie ist nicht metrisierbar).
Man bezeichnet sie auch als die schwach*-Topologie auf S.

4.4. Beispiel. S C §'.
Fiir f € S betrachten wir das lineare Funktional

S>p— . f(@)p(z)dr =:Ls(p).

Dann gilt
s < 11, @mm) - Selg)m lo(@)| < £, @mm) - Pole), (4.4a)

wobei fir f e Sund m =1

+oo
11z, = / L+ =) (1 + [2)If (@) ]dz < 7 pa(f) < 0. (4.4)

— 0

(4.4a) == [lj ist ein stetiges lineares Funktional auf S. Wenn f # g € S sind, dann
gilt 47 # £, in §’, d.h., wir haben eine kanonische Einbettung

L S(R™) — S'(R™).

Man sieht leicht, daf ¢ stetig ist, wenn wir & mit der tiblichen Fréchet-Topologie und
S'(R™) mit der obigen schwach*-Topologie versehen (UA).

Man kann zeigen, dafl ¢ o S sogar dicht in S’ ist beziiglich der o(S’, S)-Topologie.
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4.5. Beispiel. L,(R™) als Teilmenge von S’'(R™).
Seim = 1. Fir 1 < p < oo ist die Einbettung § < L, stetig; fir p = 1 folgt dies aus
(4.4b). Fir 1 < p < oo gilt

+oo
111z, < / [f@)] (@) dw < | £, 'Sgg|f(x)\p_1

= (4.4b) m2(f)(po(f))P~* (45)

<m-p2(f)P.

Fiir p = oo ist die Aussage klar.
Sei nun % + % =1, g€ L, und ¢ € S; dann gilt nach Holder

oo

und wegen (4.5) erzeugt daher die Abbildung

< gl - Il

89@»—>/ggpdw

ein stetiges lineares Funktional auf §. Dies definiert eine stetige Einbettung von L, —

S'. (UA)

4.6. Beispiel. Die Dirac-Distribution.
Fir b € R sei §, € S’(R) definiert durch

Man sieht sofort, dal |6,(v)| < po(ep).
Bem.: 4 ist keine Funktion sondern ein Mafl (Punktmaf). Die Physiker verwenden
allerdings gerne die Schreibweise (mit J= (50)

= [p(x)d(x — b)dz.
4.7. Beispiel. (Polynomiell beschrankte Maﬁe.)
Sei v ein endliches Borel-Maff auf R. Dann ist S 3 ¢ — [ ¢dv ein stetiges lineares
Funktional auf S, da
‘ / pdv

Allgemeiner definiert jedes Mafl v auf R mit

< el - v(R) = v(R) - po(p)-

v([-R,R]) < C(1+ R"), R >0,
mit Zahlen C' > 0, n € N, eine Distribution aus S’.
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Im einfachsten Fall besitzt v eine Dichte g bezgl. des Lebesgue-Mafles, d.h., es gibt eine
Funktion 0 < g € Ly 1 mit

/ g(x)dz < C(1+ R")
(—R,R)

und v(a,b) = f(a p) 9(x)dz fiir alle —0o < a < b < oo.

4.8. Beispiel. (Ableitung von dg). Fiir ¢ € S sei ¢'(p) := —¢'(0). Dann ist ¢’ € &,
wird aber nicht durch ein Maf} erzeugt. (UA)

4.9. Beispiel. (Der Cauchy-sche Hauptwert P, /,; nur fiir m = 1).
Fir f € S definieren wir

Pijof :=lim — f(z)dz,

el0 |$\>€x
und niitzen aus, dafl
1 o — f(—
[ L= [TIOIE,
|| >e L € T

wobei

f@) ~ f(=2) _xf(_"”) S 2f(0),  x—0.

Man sieht dann leicht, daB P, /, € S ist. (UA).

Bemerkung. Wir werden spiter (als UA) die Formel

1
lim—— = _zy) — 176
slﬁ)lx—xo-l-ie Pl/(JE zo) — 170z

beweisen (auf der LS Konvergenz in &’ bzgl. der o(S’, S)-Topologie), und auch die Fouri-
ertransformierte von P/, berechnen.

4.10. Beispiel. Der Raum O™ besteht aus allen Funktionen F' € C*°(R™; C), die mit-
samt allen ihren Ableitungen polynomiell beschrénkt sind, d.h.:

O™ :={F € C*(R™;C);Va € NJ'3C, > 0, N, € N : |D*F(z)| < Co(1+|z|)N>, 2 € R™}.

Bemerkung. Diesen Raum konnen wir zur Zeit noch nicht mit einer Topologie versehen!
O™ nennt man den Raum der langsam wachsenden Funktionen.

Beh. 1: Fur F € O™ definiert

S3>¢p— F(x)p(z)dx
Rm
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ein stetiges lineares Funktional auf S.

Beweis. Zu F gibt es C > 0 und N € N mit
|F(x)] < C(1+ \x|2)N, z € R™.

Damit folgt

‘/Fcpdx

< / IF| - |oldz
< C

/(1 + 2N L+ )TV (A )Y p(2)]) do

< C sup ((1+[aP)M ™ p(a)]) - / (1 + [22)"™ \da
rER™ m

7Jn—l

< panyom+2(®) - Cm /0 Wdr
= Cpantoamia(p)-
Beh. 2: Sei F' € O™, und Mg die Multiplikation mit der Funktion F',
Mpy = Fo, pes.
Dann ist Mp : § — S linear und stetig.
Beweis. Fiir ¢ € S und 8 € N{* gilt nach Leibniz

DA(Fg) =Y (f) (DYF)(DP ),

v<B

()=11(2),
v < B meint dabei v; < B;, fir j = 1,...,m. Wegen F' € O™ gibt es zu o, § € Ny’
Konstanten C' > 0 und N € N mit

wobei

2°DTF (@) < CA+ o),  zeR™, <8,

und es folgt
0a,5(Fp) = sup |2°D?(Fp)|

rzeR™
6) 2\N nG8—
<C- E 1 D77
N v<pB <’7 msellllpm }( * |x| ) @(’r)}

< epan+ip(#),
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da die Familie (pg)ren, von Halbnormen gerichtet ist. Es folgt Mpp € S, fiir alle ¢ € S.
Die obige Abschatzung zeigt auflerdem, daf es zu jeder Halbnorm p, g eine Halbnorm pj,
gibt mit

ap(Fp) <c-prlyp),  ¢E€S,
was die Stetigkeit von Mp:S — S beweist. i

Wir wollen nun nach einer Moglichkeit suchen, die Multiplikation Mp : & — S stetig
zu einer Abbildung von &’ — &’ fortzusetzen. Dabei denken wir natiirlich an die zu
Mp adjungierte Abbildung. Das allgemeine Vorgehen bei solchen Fortsetzungen sieht
folgendermaflen aus:

4.11. Definition und Satz. Sei R : S — S stetig und linear. Dann definieren wir den
zu R adjungierten Operator R : 8" — &' durch “Transposition” vermoge

S>30t RW)eS
[R'(O](p) = UR(¢), ¢ES.

Dann ist R'(¢/) =fo R € &' fiir alle £ € S. Weiter ist R : 8’ — &’ linear und stetig.

Beweis. Wegen R: S — S linear und stetig und £ € S’ ist fo R € §'.

e R’ linear ist klar.

o R stetig: Sei (£y)aca C S’ ein Netz, das in der o(S’, S)-Topologie gegen ein £ € S’
konvergiert. Fiir bel. ¢ € S folgt

(R (La)]() = La(Rep) = L(Rep) = [R'(D)](¢),
d.h., R'({y) — R'(¢) in &' mit der o(S’, S)-Topologie. i

Sei nun ein stetiger Operator ) : S — S gegeben, den wir nach Moglichkeit zu einem
stetigen Operator Q : &’ — S’ fortsetzen wollen. Sei wieder ¢ : S — S’ die kanonische
Einbettung von & nach S’. Die Abb. ¢ ist stetig, wenn wir S mit der {iblichen Fréchet-
Topologie und &" mit der iiblichen schwachen Topologie (d.h., der o(S’, S)-Topologie)
versehen. Die Suche nach einer Fortsetzung Q von Q bedeutet, da Q : S — &’ stetig
sein soll und der Relation

Qor=10Q (4.6)

auf S gentigen muf}. Natiirlich konnen wir zu gegebenem () stets den adjungierten Op-
erator @)’ bilden, jedoch wird @’ i.a. der Relation (4.6) nicht geniigen. Daher suchen wir
zu gegebenem @ @ § — 8§, @ linear und stetig, nach einem R : S — &, R linear und
stetig, mit der Eigenschaft, dafl

Rovr=10Q,

und verwenden dann R’ : 8’ — S’ als die gesuchte Fortsetzung Q von ¢ o Q.

Dies werden wir fiir viele lineare Operatoren durchfithren, etwa fiir die (partiellen) Ableitun-
gen, Multiplikation mit Funktionen aus O™, Koordinatentrafos, aber auch und vor allem
fiir die Fouriertransformation.
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Bemerkungen.

(1) Wegen ¢(S) dicht in S’ in der o(S’, S)-Topologie ist die obige Fortsetzung jedenfalls
eindeutig bestimmdt, falls sie iiberhaupt existiert.

(2) Man kann einfache Beispiele konstruieren, wo @ : & — S linear und stetig ist, aber
keine Fortsetzung zu einer stetigen linearen Abb. 8’ — &' existiert. (UA).

(3) In allen konkreten Fallen mufl man das richtige R erraten oder ausrechnen: Zu @
suche man R : § — S stetig so, dafl

[ae-v=[ere,  vouves. (4.7)

Natiirlich gilt stets [ Qg - ¢ = [(Q" o t)(¥)](p) fiir alle p,9p € S, mit Q' : &' — &' stetig,
denn:

/ Q) = £5(Q) = [Q'(€0)] () = [(Q 0 ] = [(Q' 0 )] ().

Man muf} sich dann aber mit der Frage auseinandersetzen, ob @’ o ¢ stetig von S nach S
ist. M.a.W.: Falls das Bild von Q' o ¢ eine Teilmenge von S ist und Q' o 1:S — S stetig
ist, wahlt man als @ die Adjungierte zu Q' o ¢.

4.12. Beispiel. Als erstes und einfachstes Beispiel betrachten wir die Multiplikation mit
einer festen Funktion F' € O™; hier haben wir in Beispiel 4.10 gesehen, dal Mp : S — S
stetig ist. Es ist klar, da hier als R nur Mp selbst in Frage kommt (warum??7). Sei
M} : 8" — 8 die zu My adjungierte Abbildung. Dann gilt
Mpot=10Mp, (4.7)

d.h., M. setzt Mp stetig auf S’ fort.
Beweis. Stetigkeit ist schon allgemein gezeigt. Nach Definition der Adjungierten gilt

(Mpl) (p) =L(MFpy), LeS, pEeS;
fir f € S und die zugehorige Distribution £ = ¢(f) € S” bedeutet dies

[(ME 0 )(H)I(9) = [ME((f)](0) = [ME(Cr)] (©)
=(Def. von 1) L (Mpy) = /fMFSD = /nga

- / (Mrf)p = barp s (9) = L(MEH)](2) = [0 Me)(F)]().

Bemerkung zur Notation. In der Distributionstheorie verwendet man meist 7" als
generische Bezeichnung fiir eine Distribution. Das werden wir von nun auch so hand-
haben.

37



Wir betrachten als nachstes die Operation der Ableitung D*:

4.13. Theorem. Fir o € Ni* ist D% : § — S linear und stetig. Weiter laft sich D zu
einer linearen, stetigen Abb. D% : 8" — S’ fortsetzen vermdége

(D°T)(p) = (-D)¥IT(DYp), eS8, Tes. (4.8)

Beweis. Man sieht leicht, dafl D*:S — & stetig und linear ist. Fiir die Stetigkeit
beachte man, daf8 offensichtlich pi(DPp) < Pr+|8) () gilt fiir alle ¢ € S und alle 8 €
Ny

Wegen Gl. (4.8) ist D : S’ — S’ gerade der adjungierte Operator zu (-1)I*ID* : § — 8.
— D% : 8 — & stetig. Partielle Integration beweist die Fortsetzungseigenschaft,
denn fir f € S und T := £y gilt

(D°05)(p) = (~1)lle, (D)
= (~p)l / f(2) D () dz
— [ D r@)p(e)da

:ZDO‘f<(P)7 ® cS.

Bemerkung. Analog zeigt man, da8 fiir alle f € O™ gilt: D = fpay.
4.14. Beispiel. Sei g(z) := z, fir x > 0, und g(x) = 0, fiir x < 0. Dann ist g zwar

stetig, im Nullpunkt aber nicht klassisch differenzierbar.
Fir ¢ € S gilt

\ [ s@@ris

< loply, < magefo(1+ laP)o(e)]| - [ (14 af) o < O pale).

= g erzeugt eine Distribution £, € S'.
Wir berechnen nun die Distributionsableitung von g (genauer: von ¢,):

(C%zg) (p) = -4, (;l—;f) = - /OOO v’ () dz

:/Ooogp(x)dngﬂ(@), pES,

wobei



die Heaviside-Funktion bezeichnet. H ist im Nullpunkt unstetig. Die Distributionsableitung
von H berechnet sich zu

Q%%)wg:—h6%>=—4m¢@Mx:w®,

dh., LH =4

Bemerkung. Die Distributionsableitung einer Funktion f € L, stimmt in jeder offenen
Menge U € R™, wo f stetig diffbar ist, mit der klassischen Ableitung von f {iberein.

Genauer gilt:
Sei T € &', und sei U C R™ offen. Es gebe ein f € C¥(U) mit

T(p) = / f@)p(e)dz, Vo€ CX(D). (4.9)

Dann gilt fiir alle |o| < k

(D*T)(p) = / (D f(x)p(z)dz, Vo€ C2(U).

Denn: Fiir p € CX(U) ist

(D°T)(p) = (~1)*IT(D*0) =9y (~1)I°! / fDp = / (D f) (&)l de,

mit partieller Integration im letzten Schritt. (4 Diskussion der obigen Beispiele im Hin-
blick auf diese Bemerkung.)

Die Distrib.-Ableitung von § schlieflich ist ¢’. Wir sehen also, dal das Punktmaf} ¢ die
2. Ableitung (im Sinne von §’) einer stetigen Funktion ist. Allgemein gilt der folgende
Struktursatz, den wir in Par. 5 beweisen werden:

4.15. Theorem. Zu jedem T € S’ gibt es eine polynomiell beschrankte stetige Fkt. g und
ein o € N§* mit
T = D%, in &,

d.h.,
7() = (-0 [ ga)Dp(a)ds,  wes

Bemerkung. Die Distributionstheorie erlaubt es also, bel. Ableitungen von Funktionen
zu bilden, aber das ist dann auch schon alles!
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Weitere Operationen auf S’:

Translationen: Fiir festes a € R™ ist die lineare Abb.
Uaf(2):= f(x —a), fe€S
stetig von § nach S, und
UaT) (p) :=T(U-ap),  ¢ES,

liefert stetige Forts. auf S'.

Lineare Koordinatentrafo: Sei A : R"™ — R linear und regulér, d.h., det A # 0. Dann
ist

(Vaf)(@) = f(A""z),  fE€S,
lin. und stetig von S nach S. Die stetige Forts. auf &’ wird gegeben durch

(VAT) (@) = |det A|T(Va-1p), T eS8, ped.
Schliellich erldutern wir noch, wie man den Trdger einer Distribution definiert:

Sei G C R™ offen. Wir sagen, die Distribution T verschwindet auf G, wenn T'(¢) = 0 ist
fiir alle p € § mit suppy C G.

4.17. Satz. Sei T € S'(R™) und sei (Go)aca eine Familie offener Teilmengen von R™
mit der Figenschaft, daf8 T auf jedem der G, verschwindet.
Dann verschwindet T auch auf €2 := Uyec aG, .

Beweis: Vgl. zB [Rudin]. Zerlegung der Eins; C2° ist dicht in S.

Daher gibt es eine grofite offene Teilmenge von R™, auf der T verschwindet. Wir definieren
nun

4.18. Definition. Sei T' € S’ und sei  die Vereinigung aller offenen Teilmengen G C
R™ mit der Eigenschaft, da} T" auf G verschwindet. Dann heif3t

suppT := R™\ Q
der Trager der Distribution T'.

4.19. Theorem. Sei T € S mit suppT = {0}. Dann gibt es ein N € N und Zahlen
aq € C, fir |a| < N, mit
T = Z aa5(()a),
la] <N

wobei 6(()a) = D%)¢ die Distributionsableitung der Ordnung o der Dirac-Distribution dg
bezeichnet.
Bew.: [Rudin]
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