Kapitel II. Banachraume.
€¥3. Normierte Vektorraume.

3.1. Definition. Ein normierter linearer Raum (oder: ein normierter VR {iber R oder
C) ist ein Paar (X, |.|), bestehend aus einem VR X und einer Funktion

I]: X = R

mit den Eigenschaften:
(1) Ve € X : |x| > 0;
(i) |z| =0 <= z=0;
(ii1) |Ax| = |A] =], Vie C,x e X
(i) e +yl <fzf+]yl],  Vo,yeX.
Eine Abb. |.|: X — [0, 00) mit (i)—(iv) heifit eine Norm auf X.

Bemerkung. Die Norm |.| induziert auf X eine Metrik vermoge
d(z,y) =z —yl, zyeX
Beziiglich dieser Metrik ist die Abb. ||.|: X — R stetig, denn aus z,, — x in (X, d) folgt
lznl =] < |zn — =] = d(zn, z) = 0.

Weiterhin sind die linearen Operationen (Vektoraddition und skalare Multiplikation)
jeweils stetig.

3.2. Definition. Der normierte VR (X, |.|) heifit vollstindig, wenn der metrische Raum
(X,d) (mit der durch |.| induzierten Metrik d) vollstandig ist. Vollstdndige normierte
Raume nennt man

Banachraume,

abgekiirzt BRe.

BRe haben viele Eigenschaften mit RY gemeinsam: sie sind VRe, man kann Abstéinde
durch |z — y| messen, und Cauchyfolgen besitzen stets einen Limes. I.a. sind aber beschr.
und abgeschlossene Teilmengen nicht kompakt; die Norm stammt i.a. nicht von einem
Skalarprodukt her. Banachrdume, deren Norm von einem Skalarprodukt stammt, heiflen
Hilbertraume.
Wir werden in diesem Kapitel

— Banachraume

— stetige lineare Abbildungen zwischen BRen

— stetige lineare Funktionale auf BRen
studieren.

Kriterium fiir die Vollstandigkeit normierter VRe:
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3.3. Satz. FEin normierter VR (X, |.|) ist genau dann vollstindig, wenn jede Folge (1) C
X mat
> lzif < oo
k

summierbar ist, d.h., wenn es ein x € X gibt mit

n
E T — T, n — oo.
k=1

Beweis als UA.

3.4. Beispiele.

(a) Hilbertraume sind BRe. Genauer gilt: Ein BR X ist genau dann ein HR, wenn die
Norm |.| der Parallelogrammgleichung

2+ yI” + |z — yI* = 2||” +2|yI*,  Vz,ye X, (3.1)

geniigt. Man kann dann auf X ein Skalarprodukt (., .) einfiihren mit

IfI>=(f, f), VfeX.

Hilbertraume behandeln wir etwas spater! Beim Studium der Hilbertraume geht man
meist umgekehrt von einem Skalarprodukt aus.

(b) Folgenrdume Es sei stets
a:= (an)nen C C

eine Folge komplexer Zahlen. Dann definiert man den Raum der beschrankten Folgen

lo :={a; |a|, = supla,| < oo},
n

den Raum der Nullfolgen
¢o :={a; lim a, =0},
n—oo

den Raum der rasch abfallenden Folgen

s:={a; Vk € N: lim n"a, = 0}

n—oo

und den Raum der “abbrechenden” Folgen
f=coo:={a; Ik e N,Vn >k : a, = 0}.

Fir 1 < p < oo sei weiter

0o 1/p
b, :={a; ||a||p = (Z |an]p> < oo}
n=1
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e Als Mengen betrachtet gilt offenbar
coo CsCly, Cly CcoClo, 1<p<qg<oo.

e Die Raume ({o, |.| ) und (e, |.| ) sind BRe. (UA)

e Die Réume (£, |.[,) sind BRe, 1 < p < oco. Der Beweis ist nicht so einfach wie im
vorangehenden Punkt; er verwendet u.a. die Minkowskische Ungleichung:

la+0l, < lal, +16l,,  abebp (3-2)

e /5 ist ein HR; alle anderen Raume sind keine HRe.
e s ist ein vollstandiger metrischer Raum, sogar ein Fréchet-Raum, aber kein BR.

e Der Raum f ist fiir 1 < p < oo dicht in (£p,].],), d.h., zu jedem a € £, exist. eine
Folge (¢n) C f mit |a —py[, = 0. (UA?) f liegt auch dicht in (co, |.]..)-

3.5. Definition. Ein metrischer Raum (M, d) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare
Teilmenge D C M gibt mit D = M.

3.6. Lemma. Ein normierter VR X ist genau dann separabel, wenn es eine Folge (x,,) C
X gibt mit

(7) span{x, ; n € N} dicht in X;

(ii) fir alle k € N sind x1,...,x linear unabhdngig.

Beweis.
“=": Zu x € X und e > 0 exist. nach (i) eine endl. Linearkombination

M
Yy = § AT,
k=1

mit einem M € N und geeigneten oy, € C so, dafl |z — y| < e. Zu oy, exist. f; € C mit
Re B € Q, Im 3, € Q und

€
o — Bk| < :
M |z
Damit folgt
M
xr — Z kak < 2e.
k=1

Die Menge aller endlichen Linearkombinationen der xj mit rationalen Koeffizienten ist
aber abzahlbar, da Q abzahlbar.

“=": Sei X separabel, (y,) C X eine Folge mit {y,, ; n € N} = X. Wir erzeugen die
gesuchte Folge (z,,) aus der Folge (y,), indem wir induktiv durch die Folge (y,,) durchge-
hen und ein Folgenglied y,, streichen, falls y,, € span{yy,...,y,—1} gilt. i
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3.7. Beispiel. (., ist nicht separabel (UA). Die Riume lp, 1 < p < o0, sowie der Raum
co sind separabel.

3.8. Beispiel. L. (R) und Teilrdume. Wir gehen aus vom VR der beschrénkten, Borel-
meBbaren Funktionen f: R — C. Eine Funktion f heifit Borel-mefibar, wenn die Ur-
bilder aller Borel-Mengen wieder Borel sind. Zwei Borel-mefibare Fktn. f und g heiflen
aquivalent, f ~ g, wenn es eine Borel-Nullmenge N C R gibt mit

f(x) = g(x), Ve R\ N.

(Eine Nullmenge wird durch die folgende Eigenschaft definiert: Ve > 0 gibt es eine Folge
von Intervallen I, C R mit Y ;- |Ix| <eund N C U2 I}.)

Man sagt, dafl eine Eigenschaft fast uberall oder fiir fast alle x € R gilt, wenn es eine
Nullmenge N C R so gibt, daf die Eigenschaft fiir alle z € R\ N wahr ist.

Z.B. ist Q eine Nullmenge in R und daher liegt die Funktion xq in der Aquivalenzklasse
der Null-Funktion.

Wir definieren weiter

| fl :=inf{m > 0; |f(x)| < m fast {iberall}.

Die Menge der Aquivalenzklassen von C-wertigen, mefibaren, (fast iiberall) beschrankten
Funktionen auf R, versehen mit der Norm | f|_ , wird mit L. (R) bezeichnet. Man schreibt
auch

ess sup f = | f] -
Das Paar (Lo (R),|.|,,) ist ein BR; er ist nicht separabel.
e Sei Cy(R) := {f € C(R); f beschrinkt} = L..(R) N C(R) (dabei gehen wir mit den

Aquivalenzklassen etwas lax um).

(Cy(R), |.] ) ist ein BR und zugleich ein echter abgeschlossener Teilraum von (Lo (R), |.|..)-
Auch (Cy(R), |.|.) ist nicht separabel. (UA)

Zu Cy(R) gehéren Funktionen wie sin # und allgemeiner e!** mit bel. & € R. Daher

enthélt Cp(R) alle quasi-periodischen Funktionen wie zB sin x + sin mz. Weitere Beispiele

sind Funktionen wie cos y/|z| oder cos 2.

e Co(R) ={feCMR); f(x) =0, x— £oo}, versechen mit der |.| -Norm, ist ein BR
und ein echter Teilraum von Cy(R). Cy(R) ist separabel.

e C.(R):={feCR); Ik >0:|x| >k = f(z) =0}.

(Ce(R), .| ) ist ein dichter Teilraum von (Co(R), |.| ., ), aber selbst kein Banachraum.

3.9. Beispiele. (L,-Réume, 1 <p < 0.)
Es sei (M, i) ein Mafiraum, z.B. M C R? offen und y das iibliche Lebesgue-Maf im

R?. Mit L,(M,du) bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen von p-meBbaren
Funktionen f: M — C mit

=/ |f(w)|pdu(w)>% < oo (33
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(wieder heiflen f, g dquivalent, wenn sie punktweise p-fast tiberall iibereinstimmen).

e Die Ungleichung von Minkowsk:i besagt

If+al, <Ifl, +lgl,,  fig€ Ly (3.4)
o (Ly(M,dp),|.[,) ist vollstandig. (Fischer-Riesz)

e Seien 1 < p,q < oo mit

-+-=1, 3.5a
P (3.5a)

und seien f € L,, g € L. Dann ist fg € Ly mit

I£gly < 111, 19l - (3.50)
(Holdersche Ungleichung)

e Sei O € R? offen und 1 < p < oco. Dann ist (C.(),]. |,) dicht in (L, (2, dx),|.],)
und (L, ($2,dx), [.],) ist separabel.

Bemerkung. Es sei im folgenden 1 < p < co. Es ist (Cc(€),[.],) ein normierter VR,
der nach Thm. 1.10 vervollstandigt werden kann. Diese Vervollstandlgung kann man
auch als Definition von (Ly(f2),dz) verwenden. Das heifit genauer, daf man sich jedes
f € (L,(9),dz) als eine Aquivalenzklasse von Cauchfolgen aus (C.(Q), |. |,) vorstellt.
Zusétzlich kann man (nach einem Lemma von Riesz) sicherstellen, dafl es zu jedem f €
L,(9) eine Folge (¢y,) C C.(92) gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(i) () ist Cauchyfolge in (C.(2),|.1,):

(ii) ¢n — f punktweise fast iiberall.

Man beachte, da§ wir es mit zwei vollig verschiedenen Aquivalenzrelationen zu tun
haben: in L,(Q) haben wir die Aquivalenz zweier meBbarer Funktionen iiber die punkt-
weise Gleichheit fast iiberall definiert, wihrend zwei Cauchyfolgen in C.(2) &dquivalent
heifien, wenn ihre Differenz eine Nullfolge in (L, (€2),].],) bildet.

Fiir Lo (R) funktioniert diese Methode aber nicht direkt, denn die Vervollstdndigung
von C;(R) in der |.| -Norm ist gerade Cyp(R).

Literatur zu den L,-Réumen: [Adams|, [RS-I], [RN], [W], [Elstrodt], [KF], [LL], [Rudin,
Real and Complex Analysis], [B. Simon, Functional Analysis, 2016]

Als néchstes betrachten wir lineare Operatoren zwischen Banachrédumen:

3.10. Definition. Seien (X, |.|y) und (Y, .|y ) normierte VRe. Eine lineare Abbildung
"X —=Y

mit
||Tx||y <C ||:)3||X , Vo € X, (3.6)
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mit einer (von z unabhénigigen) Konstanten C' > 0 heif3t ein beschrdinkter Operator. Die
kleinste Zahl C' > 0, fiir die (3.6) gilt, heifit die Norm von T, i.Z. |T|.

Bemerkungen.
(a) Aus Def. 3.10 folgt sofort die Abschéatzung

[Tzly <17 |2lx,  VreX.
(b) Wegen Def. 3.10 gilt

|7 = sup {[Txly ; || =1}
= sup{|Tz]y ; Jz| <1}

T (3.7)
zsup{” zly ; O%mEX}.
E P
3.11. Satz. (UA)
Seien X, Y normierte VRe, T: X — 'Y sei linear. Dann sind dquivalent:
(a) T ist ein beschrdnkter Operator;
(b) T ist stetig;
(c) T ist stetig bei 0.
3.12. Satz. (“BLT-Theorem” = “bounded linear transformation” oder “bacon-lettuce-

tomato”)
Es sei (X, |.|x) ein normierter VR, (Y, |.|y) sei ein Banachraum. Weiter sei Xo C X
ein dichter Teilraum von X. Schlieflich sei

To: Xo — Y

eine beschr. lineare Abb.
Dann kann man Ty (in eindeutiger Weise) zu einem beschrinkten Operator

"X —-Y

fortsetzen mit |T| = |To|.
(Mit “Fortsetzung” ist T'|x, = T gemeint.)

Beweis. Da X dicht in X, gibt es zu jedem = € X eine Folge (z,) C X mit x,, — x.
Diese Folge erfreut sich dann der Cauchy-Eigenschaft, insbesondere gilt

€

Ve>0, dNeN, Vnm>N: |z,—2Tn|y <—7r7-.
“ HX 1—|—||T0||

Es folgt
|Tozn — Toxm|y < |To| |on —zmlx <e, n,m 2 N,
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d.h., (Thz,) CY ist CFin Y.
Wegen (Y, |.]y) vollst. gibt es ein y € Y mit

Tor, — vy, n — 00,

und wir definieren daher
Tzr :=y. (3.8)

Behauptung. Tx ist wohldefiniert, d.h., unabhéngig von der Wahl der Folge (z,,) mit

Tp — .

Beweis der Beh.: Sei auch (z],) C X¢ mit ], — x. Dann gilt x,, — 2/, — 0, n — co. Nach
obigem existiert ein ¢y’ € Y mit Toz,, — y'. Aus z,, — z}, — 0 und Ty beschrankt folgt
aber

|Tozn — Towyly < 1Tol [2n —2hlx =0, 1 — o0,
also
Tox, — Toac;l —0inY, n — 00,
oder ¢/ = y.
Weiter gilt
ITaly = lyly = [tim Toz.|
= lim |Toz,]y (da |.| stetig)

< limsup |[To| - |zn| x

n—oo

= [To] - Tim sup [,

n—oo
= |Tol - |2l x -
Damit folgt |7 < |To|. Trivialerweise gilt |T"| > |To]-
Man sieht leicht, daf3 T wieder linear ist. i
Bemerkung.

Analoge Aussage gilt fiir den Fall eines normierten VR X und seiner Vervollstandigung
X. Sei Y ein BR. Ein stetiger linearer Operator T: X — Y liBt sich zu einem stetigen
linearen Operator T: X — Y fortsetzen unter Erhaltung der Norm. Eine genaue For-
mulierung verwendet dabei die isometrische Einbettung J: X — X aus Thm. 1.10.

3.13. Definition. Seien (X, |.| ), (Y].|y) normierte VRe. Die Menge der beschriankten
linearen Operatoren T: X — Y bezeichnen wir mit B(X,Y).

3.14. Satz. Sei (X, |-|y) ein normierter VR, (Y,|-|y) ein BR. Dann ist B(X,Y), verse-
hen mit der Norm aus Def. 3.10, ein Banachraum.

Beweis.
(a) Es ist klar, da (B(X,Y),|-|) ein normierter VR ist (Dreiecksungl. verlangt kurzen
Beweis!).
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(b) Vollstindigkeit: Sei (T),)nen eine Cauchyfolge in (B(X,Y),|]), d.h.,
T — To| — 0, n,m — oo.

Fiir jedes x € X ist dann (T,,2)n,en C-Folge in Y.

Y vollst. — Jdy=y, €Y :T,x—y.

Wir definieren einen Operator T': X — Y durch
Tx :=lmT,x =y, reX,

und zeigen T' € B(X,Y) sowie |T' — T,,| — 0.
(1) T linear: Kklar.
(i4) T beschr.: Nach der Dreiecksungleichung gilt |T,,| < |1, — Ton| + | 1o, also

Tl = 1Tl | < T = Tl

Wegen (T),) C-Folge ist daher (|T},]), cn reelle C-Folge, also beschrénkt. Sei
C = sup| T

Fir z € X folgt

[Tzly = [lim Tozly = lim | T2y <limsup [To] [2]y < Cle]y -

= TeB(X,)Y).

(#31) Wir zeigen noch |T;, —T'| — 0:
Zu € > 0 existiert N € N mit |T,, — T},,| <e¢, fiir alle n,m > N. —

(T = T)ely = |

T,x — lim Tm:z:H
m Y
= n}gnoo |(Tn = Tzl
< limsup [T, — T 2] x
<elz|y, reX, n>N.
Damit folgt nun auch sofort |T'| = lim |7}, .

Bemerkung. Es seien X,Y, Z normierte Vektorraume und 7: X — Y, S:Y — Z
beschrankte Operatoren. Dann gilt

[SoT| < |S| 7]

Wenn in Satz 3.14 zusétzlich X =Y gilt, so ist B(X, X), versehen mit der Verkniipfung
o zwischen den Operatoren, eine Banachalgebra mit Fins.
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3.15. Definition. Seien X,Y Banachrdume, T': X — Y eine stetige lineare Abbildung.
(a) T heiBt Isometrie, falls |[Tz|y, = |z| y, fir alle z € X.
(b) T heifit topologischer Isomorphismus, wenn T' bijektiv ist.
(c) T heift (isometrischer) Isomorphismus, wenn T' bijektiv und isometrisch ist.

Bem.:

(0) Die Definitionen 3.15, (a) und (c), sind auch fiir normierte Vektorrdume X, Y sinn-
voll.

(1) Isometrien sind injektiv, miissen aber nicht surjektiv sein.

(2) Wenn T': X — Y topolog. Isomorphismus zwischen den Banachrdumen X und Y, so
ist auch 7! stetig. Dies wird eine Konsequenz aus dem Satz von der offenen Abb. im
nichsten Paragraphen sein.

3.16. Definition. Zwei Normen |-|; und ||, auf dem VR X heiflen dquivalent, wenn es
(positive) Konstanten 0 < C' < C” gibt mit

Claly <laly <€ Jzly,  ze X

Bemerkungen: (a) Auf R sind alle Normen dquivalent; ebenso auf C? und generell auf
endlich-dimensionalen VRen.

(b) Zwei Normen |-|; und ||, auf dem VR X sind genau dann édquivalent, wenn die
identische Abbildung I : (X, |-|;) = (X, |],) ein topol. Isomorphismus ist.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei “Rezepten” zur Herstellung von Banachraumen:

3.17 Weitere Beispiele von Banachraumen.

(a) Kartesisches Produkt von Banachraumen: Seien (X, |.|y), (Y,].|y) normierte VRe.
Auf X x Y konnen wir verschiedene Normen einfiihren, zB die kanonische Norm

[@ )lxuy = lelx +luly,  zeX, yeY.

Dann ist (X'XY, .| xy) ein normierter VR, und sogar ein BR, sofern X und Y vollstandig
sind. Eine dquivalente Norm wird zB durch

9 9 1/2
@ Wlxsye = (Il + ), zeXx, yev,

die im Falle von Hilbertraumen wieder einen Hilbertraum liefert.

(b) Quotientenrdume.
Sei (X, |-]) ein BR und M C X ein abgeschlossener Teilraum. Wir definieren auf X eine
Aquivalenzrelation ~ durch

r~Yy =z —yeb

Die Menge der Aquivalenzklassen in X bezgl. ~ bezeichnet man mit X/M. X /M ist ein
VR, auf dem eine Norm definiert werden kann durch

12]l x/0s 7= f{]yl x 59 € [2]}
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Dann ist (X/M, || y,,) ein Banachraum. (UA)

Dualraume von BRen.

Nach Satz 3.14 ist B(X,Y) ein BR, falls Y vollsténdig ist. Der Spezialfall Y = C ist von
besonderer Bedeutung;:

3.18. Definition. Sei X ein normierter VR, A\: X — C linear und stetig. Dann heifit
A ein stetiges (lineares) Funktional auf X. Die Norm eines stetigen linearen Funktionals
wird in kanonischer Weise gegeben durch

M= sup [A(2)];
zeX,|o]<1

(3.9)

vgl. Def. 3.10 und Gl. (3.7). Man schreibt dann
X' :=B(X,C)

fiir den BR der beschréankten (d.h., stetigen) linearen Funktionale auf dem normierten
VR X.

Bem.: Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch Messungen bestimmt; jede
Messung entspricht der Auswertung eines (stetigen) linearen Funktionals (mit Werten in

R).
3.19. Beispiel. Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 3.4 gilt
=L, co=l1. (isometrisch isomorph)

Beweis der ersten Gleichheit in den Ubungen!

(1) Wir zeigen, dafl ¢; stetig in ¢, eingebettet werden kann, d.h., es gibt eine stetige, in-
jektive Abb. ¢ : 1 — ¢{; man schreibt dann auch ¢ —, .
Sei a = (ag)ken € £1; wir definieren dann

A(zx) := Z axTr, Vo = (xk)keN € Co; (3.10)
k

die (absolute) Konvergenz der Reihe ), ax) folgt sofort aus der Abschétzung
1> agwy] < max || > lal = |z lal, -
k k

Weiter sehen wir, da8 A ein stetiges lineares Funktional auf ¢y mit Norm |A| < |a]; ist.
Man sieht leicht, daB8 |A| > |a], gilt: wihle (™) € co mit

wﬁﬁzgg, 1<k<m,
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falls ax # 0, und :L',(fm) = 0 sonst. Dann gilt
(™) XNH%MM m — oo,

wahrend Hx(m)Hoo € {0, 1} ist, also Hx(m)Hoo < 1. Damit folgt |[A]| > |al;.

Es ist klar, dal verschiedene Folgen a € ¢ auch verschiedene lineare Funktionale erzeu-
gen. Daher liefert (3.10) eine Einbettung ¢ (sogar isometrische Einb.) von ¢; nach c.

(2) Wir zeigen nun, dafl ¢: {1 — ¢ surjektiv ist:
Sei A € ¢,. Wir verwenden wieder die Bezeichnung

e :=(0,...,0,1,0,...),

mit der 1 an der k-ten Stelle. Wenn wir annehmen, da8 X von einer Folge (a;)jen € 41
herstammt, dann gilt notwendigerweise

D)= ael) =
J

Wir sehen also, dafl es nur einen einzigen sinnvollen Kandidaten fiir die gesuchte Darstel-
lung von A gibt und definieren daher

ar = MNe®),  keN. (3.11)

Wir zeigen zunéchst (ag)ren € ¢1. Dazu betrachten wir (™M) € ¢y wie in (1), das wir in
der Form

I
bl
HANgE
I
SEEY
ol

schreiben konnen (falls a = 0 ist mufl man ‘Z—:' durch 0 ersetzen). Offensichtlich gilt

m m

(z(™m) Z (e®) =3 Jaxl,

k=1 k=1

und
A < L 2| <Al

Daher gilt >"7" , |ax| < || fiir alle m € N und es folgt > -, lag| < oo, also (ay) € £1.
Sei nun L € ¢}, das von der Folge (ai)ren € ¢1 erzeugte Funktional. Man sieht sofort,
daB L(e®)) = A(e®)), fiir alle k € N. Daher stimmen L und A auch auf endlichen Lin-
earkombinationen der e(®) {iberein. Wegen span{e(k); k € N} dicht, folgt L = A. i
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e Der Bidualraum X”.

Da der Dualraum eines BR X selbst wieder ein BR ist, besitzt auch X’ einen Dualraum.
La. ist nicht unmittelbar klar, wie reichhaltig oder wie grof§ die Rdume X’ und X" sind.
Zur Beantwortung dieser Fragen werden wir spater den Satz von Hahn-Banach heranziehen.

3.20. Definition. Sei X ein normierter VR. Dann heifit
X// — (X/)/
der Bidualraum von X.
Beispiel: Nach Beispiel 3.19 wissen wir ¢jy=/{1, ¢} =l also ist ¢{j={

Wir kénnen X mittels einer kanonischen Abbildung isometrisch isomorph in X" einbet-
ten; insbesondere konnen wir X als Unterraum von X" auffassen:

Dazu definieren wir eine lineare Abbildung Jx, die jedem Element x € X ein stetiges
lineares Funktional auf X’ durch Transposition zuordnet:

Jx(z): X' — C, Ix(z)(p) == p(x), Ve X'; (3.12)

wir schreiben kurz
() == Jx(x)(p). (3.13)

Héaufig trifftt man auf die folgende suggestive Schreibweise, die die duale Paarung her-
vorhebt:

(z, ‘P)XN,X/ = {p, x)x/,x- (3.14)

Wegen
()] = le(@)| < lelx lolx,  Vee X, (3.15)

ist Jx(z) € (X’). Genauer gilt:
3.21. Satz. Die kanonische Abbildung
Jx : X — X”,

definiert durch
Ix(x) =2,  I(p) =), VpeX,

ist ein isometrischer Isomorphismus zwischen X und dem Bild Jx (X) C X".

Beweis. Die Linearitét von Jx : X — X" ist klar. Wegen (3.15) gilt weiter
|75 (@) xr < 2] x5

das beweist die Stetigkeit von Jx sowie | Jx| < 1.

33



Nach einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach (Kor. 7.15) gibt es zu jedem zp € X
ein o9 € X' mit |¢o|y, = 1 und |po(z0)] = |zo]y; man nennt g ein tangentiales
Funktional zu zy. Es folgt

|Tx (z0)| x> [Tx(20)(w0)| = [¢o(z0)] = |20 x ,
also | Jx (wo)|x» > |zo|x- i

3.22. Korollar. Jeder normierte VR X ldft sich vervollstandigen, d.h., es gibt einen
BR X und einen isometrischen Isomorphismus

®: X - d(X)C X,

mit ®(X) = X.

Beweis ist klar, wihle ® := Jx, X := Jx(X) C X" (mit AbschlieBung in X").

3.23. Definition. Ein normierter VR X heif3t reflexiv, falls die kanonische Einbettung
Jx : X — X"

surjektiv ist. (X ist dann selbst schon ein BR.)

Beispiele.

(1) Hilbertraume sind reflexiv. (Riesz)

(2) Fiir 1 < p < oo sind die Rdume ¢, reflexiv.
(3) Die Raume ¢4, £, sind nicht reflexiv.

Bemerkung. Es kann sein, daf3 X und X" isometrisch isomorph sind wahrend zugleich
X nicht reflexiv ist.

3.24. Definition. Ein normierter VR X heif3t uniform konvex, wenn es zu jedem ¢ > 0

ein § > 0 gibt mit:

1
el =l =1 |5e4n|>1-6 = le-yi<e

d.h., der Rand der Einheitskugel ist nirgends flach, genauer: der Rand der Einheitskugel
besitzt iiberall eine “Mindestkriimmung”. (Bild!)

3.25. Theorem. Jeder uniform konvere BR X ist reflexiv. (ohne Bew.)

3.26. Theorem. (Clarkson) Fir G C R™ offen und 2 < p < oo sind die Rdume L,(G)
uniform konvex. (und damit reflexiv, nach dem vorangehenden Theorem.)
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Bemerkungen.

(a) Man zeigt leicht, dal ein BR X genau dann reflexiv ist, wenn sein Dualraum X' re-
flexiv ist.

(b) Die Raume L, und L, sind dual zueinander, wenn 1 < p,q < oo und % + % =1 gilt.
Daher sind die Réume L,(G,dz) fiir 1 < p < oo sdmtlich reflexiv. (Tatséchlich sind auch
die Rdume L,(G,dx) fiir 1 < p < 2 uniform konvex, das ist aber viel schwerer zu zeigen!
Vgl. [RS-I; pp. 87/88, prblm. 25].

(c) Fir ) # G € R" sind L;1(G,dz) und Lo (G, dz) nicht reflexiv.
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