910. Kompakte Operatoren.
Wir behandeln

e Kompakte Mengen in vollstdndigen metrischen Raumen;
e Kompakte Operatoren € B(X,Y) fir BRe X,Y;
e Das Spektrum kompakter Operatoren (Riesz-Schauder-Theorie).

(A) Kompakte Mengen in vollstindigen metrischen Raumen.

Wir beginnen mit der bekannten Grunddefinition von Kompaktheit, die in allen topolo-
gischen Raumen giiltig ist:

10.1. Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum (oder auch nur ein topologischer
Raum). Eine Teilmenge K C X heiflt kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

K C UaeaUs (10.1)
durch eine Familie (Uy)aea, mit U, C X offen, ein endliches Teilsystem Uy, ..., Uy,
gibt mit

K c U U,,.

10.2. Bemerkungen. (vgl. zB [Analysis II], [Y;p. 4/5])
(a) Kompakte Mengen sind abgeschlossen.
(b) Sei K C X kompakt und sei M C K abgeschlossen. Dann ist auch M kompakt.

10.3. Definition. Sei (X, d) ein metrischer (oder auch nur ein topologischer) Raum.
Eine Teilmenge M C X heif3t relativ-kompakt, wenn die AbschlieBung M kompakt ist.

In metrischen Raumen ist es glinstig, einen weiteren Begriff einzufiihren:

10.4. Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge M C X heiit prdi-
kompakt oder total beschrankt, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele Kugeln B(x;,¢e) C
X,i=1,...,m, gibt mit

M Cc U™, B(x;,¢).

(Dabei hangen m und die Punkte z; im allgemeinen von ¢ ab.)

Bemerkung. (Bild!) Sei (X, d) wie in Def. 10.4 und sei M C X. Sei ¢ > 0. Eine Teil-
menge N C X nennt man ein e-Netz fur M, wenn

M C UzenB(x,¢).
Die Mittelpunkte = der Kugeln B(x,¢) miissen dabei nicht in M liegen.

10.5. Theorem. ([Y; p. 13/14]) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Eine
Teilmenge M C X st genau dann relativ-kompakt, wenn M total beschrankt ist.
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Wir gliedern zwei Argumente aus dem Beweis aus:

10.6. Lemma. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei M C X abgeschlossen
und total beschrankt. Dann besitzt jede Folge (x) C M eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in M.

Beweis. Weil M total beschrénkt ist, gibt es endlich viele Kugeln mit Radius €/2, die
M tiberdecken. In mindestens einer dieser Kugeln liegen daher unendlich viele Mitglieder
der Folge (). Folglich gibt es zu jedem & > 0 einen Punkt . € X und eine Teilfolge
(T, (k))keN C (zx) mit x,,_py € B(z.,e/2) fiir alle & € N; insbesondere gilt

d(mng(k)axne(k’)) <eg, vk, k' € N.

Dieses Argument wenden wir an mit € := 1, dann mit € := 1/2, ¢ := 1/4, usw., wobei wir
sukzessive Teilfolgen aus der vorher konstruierten Teilfolge auswahlen.
Wir erhalten damit fiir alle j € N Teilfolgen

(@) ken € (@7 )ken € (@) ken
mit der Eigenschaft
Az 2Dy <279 VjeN, Vkk €N;

formal haben wir dabei (xgco))keN = (k) keN gesetzt.

Die Diagonalfolge (yx)ken C (Tk)ren mit

Yi = (wl(f))keN,

ist dann eine Cauchyfolge. Wegen (X, d) vollstdndig und M abgeschlossen ist auch der
metrische Raum (M, d) vollsténdig, die CF (yg) besitzt also einen Limes in M. |

10.7. Lemma. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei M C X abgeschlossen
und total beschrankt. Dann gibt es zu jeder offenen Uberdeckung

M - UaEAUa
eine abzdhlbare Menge {ay ; k € N} C A so, dafs

M cupZU,,.

Beweis. Da M total beschrankt ist gibt es zu ¢; := 1/j, j € N, jeweils endlich viele
offene Kugeln B](j) = B(xg;,1/j) C X, k=1,...,m;, mit

M c U, BY.
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Die Gesamtmenge B dieser Kugeln ist abzéhlbar, also B = {B,,; n € N}.

Wir haben also zwei offene Uberdeckungen von M und wollen jetzt eine Verbindung
zwischen den beiden herstellen. Dies gelingt wie folgt: Zu jedem x € M gibt es (min-
destens) ein a« € A mit x € U,, und zu (z, «) gibt es ein n € N mit

reB, CU,.

(Denn: wegen U, offen und z € U, gibt es ein j € N mit B(z,1/j) C U,. Sei k, €
{1,...,ma;} so, daB = in der Kugel B,Ei]) liegt. Dann gilt

z e B ¢ B(x,1/§) C Ua.)

Sei B die Teilmenge der Kugeln B,, € B, zu denen es jeweils ein a € A gibt mit B,, C
U,. Die Menge B ist abzihlbar, d.h., B = {Bn ;n € N}

Nach der obigen Uberlegung wird M von der Familie (Bn)nEN iiberdeckt.

Zu jedem n € N gibt es nach Definition der Menge B = {Bn ; n € N} ein Uy(y,) mit
B, C Ua(n)- Da die Familie (Bn)nen die Menge M iiberdeckt, gilt dies dann auch fiir
die Familie (Uy(n))neN- |

Beweis von Theorem 10.5.

(1) Sei M relativ-kompakt; wir wollen zeigen, da M dann total beschrénkt ist.
Widerspruchsannahme: M nicht total beschrankt. Dann gibt es ein ¢y > 0 und eine
Folge (my)nen € M mit

d(mi,mj) > €0, Vi 7& 7 €N. (10.2)

(Denn: Fiir beliebig gewéhltes my ist M \ B(mq,e9) # 0 und es gibt ein my € M \
B(mq,ep). Es wird M aber auch B(mq,e¢) U B(ma,&g) nicht tiberdeckt etc.)
Sei (Ba)aca eine Familie von offenen Kugeln mit Radius < €¢/2, die M {iberdeckt. We-
gen (10.2) gibt es dann kein endliches Teilsystem, das M iiberdeckt (denn kein endliches
Teilsystem kann alle Punkte m,,, n € N, iiberdecken). Also ist M nicht relativ-kompakt,
Widerspruch!
(2) Wir nehmen umgekehrt an, da M total beschriinkt ist. Man sicht leicht (UA), daf
die AbschlieBung M ebenfalls total beschrinkt ist. Wir zeigen M kompakt.
Sei (Uys)aca eine Familie offener Teilmengen von X, die M iiberdeckt. Nach Lemma
10.7 gibt es ein abzdhlbares Teilsystem (U, )ken, das schon ausreicht, um M zu iiberdecken.
Wir nehmen widerspruchshalber an, daf3 kein endliches Teilsystem der abzéhlbaren Fam-
ilie (U, )ken ausreicht, um M zu iiberdecken. Das bedeutet insbesondere, daf fiir alle
neN

M §Z UZ:lUOém
d.h., fiir alle n € N gibt es ein z,, € M mit x,, ¢ Up_,U,,. Nach Lemma 10.6 enthélt
die Folge (z,,)nen eine Teilfolge (2,,) e, die gegen einen Punkt zo, € M konvergiert.
Dieser Punkt z., muf aber in einer Menge U, liegen, da M C U U, . Daher gilt

Tp € Uy, fir unendlich viele n € N, also auch fiir ein n > N. Dies steht im Wider-
spruch zu @, ¢ Up_,U,, D UN_ U,,, fir n > N. |
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In vollstandigen metrischen Rdumen ist Kompaktheit im Sinne von Definition 10.1 dquivalent
zur Folgenkompaktheit:

10.8. Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei M C X. M ist genau dann prdi-
kompakt, wenn jede Folge (xp)ren C M eine Teilfolge mit der Cauchyeigenschaft besitzt.

Beweis.
(i) “«<==": Fiir ein g9 > 0 gebe es kein ep-Netz. Wahle z; € M beliebig. Dann findet
man induktiv zu n € N ein z,,+1 € M mit

Tn+1 §é B(xl,&fo) U...u B(Clin,e()).

Also gilt d(zy,, ) > eo fiir n # m, und keine Teilfolge hat die Cauchyeigenschaft.
(it) “=": Vgl. Beweis zu Lemma 10.6. |

Beispiele kompakter Mengen.

10.9 Beispiel. Sei K ein kompakter metrischer Raum (etwa K C R"™ kompakt), und sei
C(K) der Banachraum der stetigen Funktionen f: K — C, versehen mit der Maximums-
Norm |.| . Nach Arzela-Ascoli ist eine Teilmenge M C C(K) genau dann relativ-
kompakt, wenn die Funktionen f € M gleichméBig beschrankt und gleichgradig (glm.)
stetig sind.

Vgl. Thm. 2.10! Als Alternative zum Beweis von Thm. 2.10 kénnte man auch direkt
zeigen, daf} eine beschrankte und gleichgradig stetige Funktionenmenge M prakompakt
ist. Dazu gentigt es, zu jedem ¢ > 0 ein e-Netz anzugeben etc. (UA)

10.10. Beispiel. (Fréchet-Kolmogoroff; [Y; p. 275])
Sei p € [1,00). Wir betrachten den Banachraum L, (R, dz), versehen mit der Norm

= ([ If(a:)\pdx)l/p,

Eine Teilmenge M von L,(R,dz) ist genau dann pré-kompakt, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein C >0 mit |f|, < C, Vf € M;

(ii) limy_g [ |f(z +1t) — f(x)[Pdz = 0, gleichméBig in f € M, d.h.:

Ve> 0,360, V[t <4, Vf e M:/ F(z+1) — f@)Pde < <. (10.3)
R
(791) limp_s 00 f‘x|>R |f(x)Pdz = 0, gleichméBig in f € M. d.h.:

Ve >0,dR>0,VfeM: |f(x)Pdx < e. (10.4)
lz| >R

89



(B) Kompakte Operatoren in Banachridumen.

10.11. Definition. Seien X und Y Banachrédume, und sei Bx = {z € X ; |z|y < 1}
die Einheitskugel in X. Ein Operator T' € B(X,Y) heifit kompakt, wenn das Bild T'(Bx)
der Einheitskugel Bx eine relativ-kompakte Teilmenge von Y ist.

Satz 10.8 liefert das folgende Kriterium fiir die Kompaktheit eines Operators:

10.12. Satz. Seien X,Y BRe und sei T € B(X,Y). Es ist T genau dann kompakt, wenn
es zu jeder beschrinkten Folge (r1)ren C X eine Teilfolge (w1, )jen C (w1) gibt mit
(T'wy,)jen Cauchyfolge.

10.13. Beispiel. Integraloperatoren in C[a,b] mit —co < a < b < co. Anwendung von
Arzela-Ascoli. [Y; p. 277]

10.14. Beispiel. Integraloperatoren mit Hilbert-Schmidt-Kern K = K(x,y) in Lo(M X

M)
/M /M |K (x,y)?dzdy < oo

definieren einen kompakten Operator

Y

T:Lo(M) = Lo(M),  f s /MK<.,y>f<y>dy.

10.15. Satz. Seien X,Y, Z Banachrdaume. Dann gilt:
(i) Linearkombinationen kompakter Operatoren in B(X,Y') sind kompakt.
(ii) Seien T € B(X,Y) und S € B(Y,Z) mit T kompakt oder S kompakt. Dann ist S oT
kompakt.
(1i1) Sei T € B(X,Y). Weiter gebe es eine Folge (T),)nen C B(X,Y) kompakter Opera-
toren mit |T,, — T| — 0, fiir n — co. Dann ist auch T kompakt.

Bemerkung. Im Spezialfall X = Y = Z sieht man, dafl die kompakten Operatoren
€ B(X, X) ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in der Algebra B(X, X) bilden.

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Wir beweisen nun (ii3):
Nach Thm. 10.5 geniigt es zu zeigen, dal T'(By) priakompakt ist, wenn Bx die Einheit-
skugel in X bezeichnet. Sei also € > 0. Wegen |7}, — T'| — 0 gibt es ein n. € N mit

1T, —T| < e/2.

Da T;,. kompakt ist, ist das Bild 7},_ (Bx) priakompakt, es gibt also ein €/2-Netz (y;)i=1,....m
fiir T, (By), d.h.,

€

Zu jedem x € By gibt es also ein i € {1,...,m} mit
[T, — yi] <e/2.
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Damit folgt
|72 = yill < [ To.w =yl + (T =T )zl <e/2 +e/2 =e.

Also ist (yi)i=1,...m ein e-Netz fir die Menge T'(Bx). [ |

2. Beweis. von (ii):
Sei (zp)ken C Bx. Da die T,, kompakt sind, kdnnen wir nach Satz 10.12 sukzessive

Teilfolgen

@™ en € (@) ken C (@1)ken

finden mit der Eigenschaft, daf die Folge (7, x(] )) reN fur alle n < j konvergiert. Sei

& = xi}k), k € N (Diagonalfolge). Die Bildfolgen (77,£x)ren sind dann fiir alle n € N
konvergent. Damit gilt

|T&k — TE| < |T€ — Tn&el + [Tk — Tnlel + [Tn&e — TE|
<|T = Tol + 10k — Tn&el + 1T = Tn] -

Mit k,¢ — oo geht der mittlere Term (fiir jedes feste n) gegen Null und wir sehen, dafl

limsup [T'€x — TE| < 2|T - T, .

k,{— 00
Da, nach Voraussetzung, |T — T}, — 0 mit n — oo, folgt, daB (T'¢x)xen CF in YV ist. 1

10.16. Beispiel. (Nukleare Operatoren (Grothendieck), [Y])
Seien X, Y Banachriaume. Ein Operator T € B(X,Y) heit nuklear, wenn es Folgen
(An)nenN C X', (Yn)nen C Y, und (ayp)nen C C gibt mit

Pl et dunly e 3 Jal < o0,
neN
so, daf
Tz = W}gnoo Z an (T, An) Yn,s (10.5)

fir alle x € X. (Bem. zur Notation: (x, A\,,) := A\, (x).)

Bemerkung. Die Existenz des (starken) Limes in Gl. (10.5) ergibt sich aus der Ab-
schatzung

Z%xAj<ZmuﬂMMw
< creg [z - Z |,
j=n

mit 332 || — 0 fiir n — oo,
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Behauptung: Nukleare Operatoren sind kompakt.

Beweis: Definiere Operatoren 7, durch

Die T,, haben endlich-dimensionales Bild (“endlichen Rang”) und sind daher kompakt
(Bolzano-Weierstrafl). Weiter gilt nach den obigen Abschétzungen

o0 (o e)
|72 = Toal = | > aj (@) ys|| <ciealzl > oyl
j=n+1 j=n+1

mit E;’inﬂ laj| = 0 fiir n — oo. Damit sehen wir |[T" —T,,| — 0 mit n — oo, und daher
liefert Satz 10.15, (iii), die Kompaktheit von T [ |

Bemerkung. Im Hilbertraum kann man jeden kompakten Operator durch eine Folge
von Operatoren mit endlichem Rang approximieren. Wenn in einem BR X alle kompak-
ten Operatoren durch Operatoren mit endlichem Rang approximiert werden kénnen, so
sagt man, daf} dieser BR die endliche Approzimationseigenschaft (finite approximation
property, propriété d’approximation finie) besitzt. Es gibt aber Banachrédume, die die
FAP nicht besitzen.

In dem folgenden Satz von Riesz geht es um die Existenz “fast orthogonaler” Elemente
in normierten Vektorrdumen. Im Hilbertraum liefert der Projektionssatz ein starkeres
Resultat.

10.17. Theorem. (Riesz; [Y; p. 84])
Sei X ein normierter VR und M C X ein abgeschlossener lin. Teilraum mit M # X.
Dann gibt es zu jedem 0 < e <1 einz. € X mit

|z = 1, dist(z., M) = nilelg\/l |lze =m| >1—e.
Beweis. Sei y € X \ M. Da M abgeschlossen ist, muf}

sein. Daher gibt es zu 0 < e < 1 ein m. € M mit

«

Be =y —me| < 1_¢&
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Der Vektor z. := é(y — me) hat dann die Eigenschaften |z.| =1 und

1
|ze = m| = = |y —me — fem]
13
S 1
> —«
Be
>1—¢, VYm € M,
die erste Ungleichung folgt wegen m. + S.m € M. i

Bemerkung. In reflexiven Banachrdumen wird das infimum in Thm. 10.17 angenom-
men, d.h., es gibt ein m. € M mit |z. — m.| = inf,en |ze —m|. (UA)

Das folgende Korollar ergibt sich sofort aus dem Thm. von Riesz:

10.18. Korollar. Sei X ein normierter VR, X nicht endlich-dimensional. Seien M, C
X Teilraume mit M,, C My+1 und M,, # M1, fir alle n € N. Dann gibt es eine Folge
(yn) C X mity, € My, |y.| =1, und

dist(yn41, My) > 1/2, n € N.

10.19. Korollar. Die (abgeschlossene) Einheitskugel K = {x € X ; |z| < 1} in einem
Banachraum X st genau dann kompakt, wenn X endlich-dimensional ist.

Beweis.
(7) Sei X endlich-dimensional. Dann besitzt X eine Basis z1,...,x,. Die Abbildung
t:R"™ — X, definiert durch

n
R”B(al,...,an)HZajxj e X

J=1

ist offenbar stetig und bijektiv, also offen (nach dem Satz von der offenen Abbildung).
Dabher ist +~! stetig und X topologisch isomorph zu R™. Die Einheitskugel im R" ist
aber nach Bolzano-Weierstrafl kompakt.

(79) Angenommen, X ist nicht endlich-dimensional. Nach dem vorangehenden Korollar
10.18 gibt es dann eine Folge (y,,) C X mit den Eigenschaften |y, | = 1 und |y, — yn| >
1/2 fiir m > n. Dies steht offensichtlich im Widerspruch zur Annahme, die Einheitskugel
ware kompakt (denn die Folge (yi)ren besitzt keine TF mit der Cauchy-Eigenschaft). W

Der folgende Satz von Schauder zeigt, daf ein Operator T' € B(X,Y) genau dann kom-
pakt ist, wenn der zu T' duale Operator 7”7 € B(Y’, X') kompakt ist:

10.20. Theorem. (Schauder; [Y; p. 282])
Seien X, Y normierte VRe und T' € B(X,Y). Dann gilt:
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T ist genau dann kompakt, wenn der duale Operator T' € B(Y', X') kompakt ist.

Beweis. Es bezeichne Bx C X und By: C Y’ die Einheitskugeln in X resp. in Y.
(1) Wir nehmen an, da8 7" kompakt ist. Sei (7;);en C By eine Folge.
Nach Voraussetzung ist die Menge T'(Bx) C Y relativ-kompakt und somit ist

K = T(Bx)

eine kompakte Teilmenge von Y. Wegen T' beschréankt gibt es ein R > 0 mit |y| < R fiir
alley € K.

Bezeichne die Einschrénkung der (stetigen, linearen) Funktionen n; auf K durch Fj,
d.h.,

Fi(y) =, ni)yy =niy), yeK

Dann:

B W) < Il - Iyl < R, dany € Bys, y € K

— [Fi(y) = F;(2)] < [{y—2,m)yy | < ly—2] firalley,z € K, dh., die Familie
(F})jen ist gleichgradig stetig.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (in der allgemeinen Fassung mit C'(K), K ein kompak-
ter metrischer Raum) gibt es eine Teilfolge (F}, )ken, die gleichmdfig auf K konvergiert.
Damit sehen wir, dafl die Funktionen

Bx9CL’I—><Tx,77jk>€C

gleichméBig fiir || < 1 konvergieren. Wegen (T'x, n;) = (z, T'n;) ist dies gleichbedeu-
tend damit, da8 die Funktionale T7"7;, in der (Norm-) Topologie von X’ konvergieren.
Dies zeigt, daf§ 7" kompakt ist.

(2) Sei nun umgekehrt 7": Y’ — X’ kompakt. Nach Teil (1) des Beweises ist dann
T": X" — Y" kompakt. Wenn By die Einheitskugel in X" bezeichnet, so folgt, dafl
T"(Bx) relativ-kompakte Teilmenge von Y ist. Nach Satz 3.21 sind die kanonischen
Einbettungen Jx: X < X” und Jy < Y — Y isometrisch und nach Gl. (9.4) gilt

Jy oT =T"0J,.

Damit ist (Jy o T')(Bx) C T"(Bx~). Mithin ist auch (Jy o T')(Bx) relativ-kompakte
Teilmenge von Y. Damit ist aber klar, daf§ auch schon T'(Bx) eine relativ-kompakte
Teilmenge von Y ist. Also ist 7" kompakt. i

10.21. Lemma. (Riesz)
Sei X ein Banachraum und sei V € B(X, X) kompakt. Dann hat der Operator \I — V' fiir
alle A € C mit A # 0 abgeschlossenes Bild.

Beweis. Es geniigt, den Fall A = 1 zu betrachten.
Sei (zp)nen C X eine Folge mit der Eigenschaft, dafl die Vektoren y,, := (I — V)z,
(stark) gegen ein y € X konvergieren. Wir wollen zeigen, dafl auch y € Ran(I — V) ist.
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(1) In diesem Beweisteil machen wir die Zusatzannahme, dafl die Folge (x,,) beschrankt
ist. Wegen V' kompakt gibt es dann eine TF (z,,, )ken C (z,) mit (Va,, ) konvergent.
Wegen

Tny = Yny + VTn,, ke N,

konvergieren die z,, gegen ein x € X. Es folgt y = (I — V)z.

(2) Wir nehmen jetzt an, dafl die Folge (|x,|)nen unbeschrinkt ist. Schreibe T : =1 —V
und setze
ay, = dist(z,, N(T)),

mit N(T):={x € X; Tex =0} =kerT. Zu jedem n € N gibt es ein w,, € ker T' mit
1
On S ”mn - wn” S (1 + ﬁ)an

Dann gilt T'(z,, — wy,) = Tz, = y,. Falls die a,, eine beschrénkte Folge bilden, kénnen
wir daher die x,, jeweils durch z,, — w,, ersetzen und dann wie unter Punkt (1) argumen-
tieren.

(3) Angenommen, es gilt a,, — 00, n — 0o. Wir betrachten

1

- (zn- eN.
en—wy]on W) T

Zn

Dann gilt |z,| = 1, Tz, = myn und lim,, o, T2, = 0. Daher folgt wie in (1), dafl

&2
es eine TF (2, )ren C (25) und ein wy € X gibt mit

Zn, — W0, Tzp, — 0, k — oo.

Wegen T stetig mufl T'wy = 0 sein, also wy € kerT'.
Andrerseits kénnen wir u,, := 2z, — wg betrachten; hier gilt

Up |Trn — | = Tp — Wy — wo |Tn — Wy -

Der zweite und der dritte Term auf der RS liegen in N(7'), und daher muf}

[unl - 20 — wn] > o (%)
gelten. Aus
1
Uny, _>07 ”xn_wn” San(]-‘i'ﬁ), oy — 00,
folgt aber [uy, | - [#n, — wn, | < 2an, fiir alle k > ko, im Widerspruch zu (x). |

10.22. Theorem. Es sei V € B(X, X) kompakt, und es sei \g € C \ {0}. Dann ist
entweder Ao € o(V') oder \g ist ein Eigenwert von V.

Beweis. Wir gehen von der Annahme aus, dal 0 # \g kein Eigenwert von V ist, d.h.,
Ty, := Aol — V ist injektiv. Wir wollen dann Ao € o(V') zeigen.
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Nach Lemma 10.21 ist X; := Ran (7),) ein abgeschlossener TR von X und T),: X — X3
ist bijektiv. Nach Thm. 4.10 (einer Folgerung aus dem Satz von der offenen Abbildung)
ist die Umkehrabbildung

(Thy) X1 = X

stetig. Wir miissen nur noch zeigen, da§ T}, surjektiv ist, d.h., dal Ran(7T),) = X gilt.
Annahme: X; = Ran(7T),) # X, d.h., X; ist ein echter TR von X.

Sei Xo := Ty, X1, X3 := T\, X2, etc. Dann ist X,,;1 ein echter abgeschlossener (!) TR
von X, fiir n € Ny (wenn wir noch X := X setzen). Denn angenommen, es gébe ein
no € N mit X,,,_1 # X,,, aber X,, 41 = X,,,. Dies wiirde

T)\QXnO_l = Xno = Xn0—|—1 und T)\OXnQ = Xno—|—1

bedeuten; wegen T), injektiv ist dies nicht mit X, 1 # X, vertraglich. —

Wie in Korollar 10.18 (zum Satz von Riesz, Thm. 10.17) gibt es dann eine Folge (y,,) C
X mit y, € Xy, |yn| =1, und

dist(yn, Xnt1) > 1/2, n € N.
Fiir n > m folgt dann

1

1 N
" Vyn = Vym) =ym + {—yn — —(TngYm — Tkoyn)} =Ym — 7,

Ao
mit einem y € X,,11. Daraus folgt aber sofort
Hvym - Vyn” > ‘)‘0|/27

d.h., die Folge (Vy,,) kann keine konvergente Teilfolge enthalten. Dies steht im Wider-
spruch zur Kompaktheit von V. i

10.23. Theorem. Es sei X ein BR, und V € B(X, X) sei kompakt. Dann gilt:

(i) o(V), das Spektrum von V, ist eine beschrinkte Teilmenge von C und besteht aus
hochstens abzdhlbar unendlich vielen Punkten der komplexen Ebene, die sich hochstens
bei 0 hdaufen.

(ii) Eine Zahl0 # X € o(V) ist ein Eigenwert von V mit endlicher Vielfachheit.
(7it) Ein0 # X € C ist ein Eigenwert von V' genau dann, wenn A ein Figenwert des
dualen Operators V' ist.

Bem.: Wenn X unendlich-dimensional ist, so gilt stets 0 € o(V). Im Extremfall gilt
o(V) = {0}, wobei 0 ein EW sein kann, aber nicht sein mu8.

Beweis. Nach Theorem 10.22 ist jedes 0 # A € o(V) ein Eigenwert von V. Nach dem
Satz von Schauder ist mit V auch V' kompakt, also ist auch jedes 0 # p € o(V’) ein
Eigenwert von V.
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Nach dem Satz von Phillips (Thm. 9.4), den wir aber nicht bewiesen haben, gilt o(V') =
o(V'), und damit folgt (ii7).

Zum Beweis von (i) und (i7) fithren wir die folgende Annahme zum Widerspruch:
Annahme. Es gibt eine Folge (x,,) C X linear unabhéngiger Vektoren und eine Folge
(An) C C mit den Eigenschaften

VI, = ATn, lim A\, = A (%)

mit einem A # 0.
Um den gewiinschten Widerspruch herzuleiten, betrachten wir die (abgeschlossenen) Un-
terraume

X, :=span{z1,...,2,}, n € N.

Nach dem Satz von Riesz (Thm. 10.17) gibt es dann eine Folge (y,) C X mit y,, € X,,,
[yn] =1 und
dist(yn, Xn—1) > 1/2, n=23,....

Fir n > m gilt dann
A VY = A VYm = Y + (=Ym — Ay TaUn + A T, Um)
=Yn — '27
mit einem z € X,,_1; denn wenn y,, = Z?Zl Bjx; ist, so rechnet man sofort nach, dafl
Yn — )‘;lvyn = Zﬁjxj - Z )\;lﬁj)\jxj € Xp_1.

j=1 j=1

Analog zeigt man T\ Y, € X,—1. Daher gilt nun
12 Vi = A V| > 1/2,

im Widerspruch zur Kompaktheit von V' und der Annahme lim,, ,oc A, 0. ®
Annahme: 0 # )\ ist Eigenwert mit unendlicher Vielfachheit. Dann gibt es eine Folge
(xn) C ker(V — A\ol) mit {x,, ; n € N} linear unabhéngig; man hétte also eine Situation
wie in (*) mit A, := A fiir alle n € N, also Widerspruch.

Analog zeigt man, daf sich eine Folge von Eigenwerten nur bei 0 haufen kann. i

Literaturhinweis zur Theorie der Banachraume:
Y Abramovich and C Aliprantis, An Invitation to Operator Theory. Graduate Studies in
Mathematics Vol. 50, Amer. Math. Soc. 2002
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Ausblick.

(1) Kompakte Operatoren in Banachrdumen: Fredholmsche Alternative, Integral-
gleichungen, Dirichlet’sches RWP

(2) Unbeschrankte lineare Operatoren.

(3) Cy-Halbgruppen und ihre Erzeuger.

Sei X BR und (7'(t);t > 0) C B(X) mit den Eigenschaften T'(0) = [ und T'(t 4+ s) =
T(t)T(s), sowie T'(t,)f — T(to)f, falls t,, — to, fiir alle f € X. “Cy-Halbgruppe von
Operatoren.”

Frage: Gibt es einen Operator H in X mit T(t) = e~ fiir alle ¢t > 0?7 Diesen “Erzeuger”
findet man durch Differentiation bei ¢ = 0; Ansatz:

D(H) :={z € X ; limy o 1(T(t)z — x) existiert }.

Studium der Exponentialfkt. von (unbeschr.) Operatoren.

Parabolische PDE u; = Hu, Diffusion.

(4) Distributionen D'(2), D(2) als induktiver Limes von Fréchet-Rdumen.

(5) Fourier-Analysis: harmonic analysis, Grundlésungen bei partiellen DGIn. mit kon-
stanten Koeffenzienten, 1»dO’s (Pseudo-Differentialoperatoren)
L =34 1<maD® DO mit konstanten Koeffizienten.
zugeh. Polynom P(k) =}, <, ca(ik)®.
Die Gleichung Lu = f im R™ ist aquivalent zu Lu= f oder
P(R)i(k) = /.

einer rein algebraischen Gleichung. Als Losung bietet sich offenbar

N |

an, oder
Uoson]e w1 [(EN(EK)
o= w0 == [Z
Was ist mit den Nullstellen von P?
Hormander-Malgrange-Ehrenpreis: Es gibt ein G € S’ mit LG = 0; Grundlosung, funda-
mental solution.
= wu:=G=x f1ost die Gl. Lu= f,denn esist L(G* f) = (LG)x f =0« f = f.
Weitere Bemerkungen zur Signalverarbeitung, E-Technik.

(6) Sobolev-Raume.
(7) Banach-Algebren; Banach-Verbénde (Banach lattices)

Anwendungen. Physik, insbes. Quantenmechanik, solid state physics, statistische Mechanik
Stochastische Prozesse, Wiener-Maf3, Brownsche Bewegung,

Feynman-Kac-formel, Feller-Halbgruppen.

Nicht-lineare Operatoren, Fréchet-, Gateaux-Abl., Linerarisierung; Variationsrechnung,

etwa Thomas-Fermi-Theorie.
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