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Einleitung

(1) Aus der Welt der endlichdimensionalen Vektorräume sind drei Hauptaspekte vertraut:

(a) lineare Eigenschaften;

(b) geometrische Eigenschaften;

(c) metrische Eigenschaften.

Hier betrachten wir die Verallgemeinerung auf den einfachsten ∞-dimensionalen Fall,
nämlich den des Hilbertraums. Ein HR ist ein unendlich-dimensionaler VR mit Skalar-
produkt, der sich außerdem der Eigenschaft der Vollständigkeit erfreut.

Hilberträume sind von grundlegender Bedeutung in der Mathematik und in der Physik;
vgl. (5). Besonders wichtig sind Funktionenräume, die zugleich die Struktur eines Hilbert-
raums tragen.

(2) Wir betrachen zunächst HRe und ihre Geometrie (rechter Winkel, Orthogonalprojek-
tionen, ...). Bereits an dieser Stelle kommt die Analysis in’s Spiel (Cauchyfolgen haben
stets einen Grenzwert: Vollständigkeit).

(3) Lineare Operatoren im HR.

(a) Stetige (= beschränkte) Operatoren, darunter besonders die kompakten und die
symmetrischen Operatoren. Anwendung auf Integraloperatoren.

(b) Unbeschränkte Operatoren, hier besonders die selbst-adjungierten. Anwendung auf
Differentialoperatoren.

(4) Spektrale Zerlegung selbstadjungierter Operatoren, d.h., unitäre Äquivalenz zu Mul-
tiplikationsoperatoren: Spektralsatz (Verallgemeinerung der “Hauptachsentransforma-
tion”)

(5) Anwendungen in der Mathematik

— Analysis: Fourierreihen, Fouriertransformation, Partielle DGln.,

— Wahrscheinlichkeitstheorie (Stochast. Prozesse)

— Numerische Mathematik

Anwendungen in der Physik:

— Quantenmechanik

— Festkörperphysik

— Statistische Mechanik

Jede dieser obigen Anwendungen würde leicht eine komplette Vorlesung ergeben!

(6) Geschichte: Fredholm, Schmidt, Hilbert, Riesz, Banach, J.v. Neumann, Wiener, ...
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§0. Notation.

Wir verwenden die Zahlbereiche N, N0, Z, Q, R, C.

(a) Mengen.

Sei X eine Menge.

x ∈ X : x ist Element von X ;

x /∈ X : x ist nicht Element von X .

∀x ∈ X : für alle x ∈ X gilt ...

∃x ∈ X : es gibt ein x ∈ X , so daß gilt ...

A ⊂ X : A ist Teilmenge von X .

Für A,B ⊂ X ist
A \B := {x ∈ A; x /∈ B}.

Die Menge der geordneten Paare (x, y) mit x ∈ X , y ∈ Y heißt kartesisches Produkt,

X × Y := {(x, y); x ∈ X, y ∈ Y }.

Sei nun X ein topologischer Raum (zB ein metrischer Raum).*) Dann gilt

M ⊂ X abgeschlossen ⇐⇒ X \M offen.

Für beliebiges M ⊂ X ist M die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X , die M enthält,

M =
⋂

M⊂N⊂X

X\N offen

N.

(b) Funktionen.

Seien X , Y Mengen. Wir schreiben

f : X → Y,

oder
x 7→ f(x), oder X ∋ x 7→ f(x) ∈ Y,

für eine Funktion von X nach Y . (Zu jedem x ∈ X gehört genau ein Wert y = f(x) ∈ Y .)
Für A ⊂ X ist

f(A) := {f(x); x ∈ A} ⊂ Y,

und für B ⊂ Y ,
f−1(B) := {x ∈ X ; f(x) ∈ B} ⊂ X ;

*) Es werden keine Kenntnisse aus der Topologie vorausgesetzt!
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f(X) heißt der Wertebereich oder das Bild von f ,

Ran f = {f(x); x ∈ X} = f(X) ⊂ Y.

f surjektiv :⇐⇒ f(X) = Y ;

f injektiv :⇐⇒ (f(x) = f(y) ⇔ x = y) ;

f bijektiv :⇐⇒ f injektiv und surjektiv.

Die Einschränkung von f : X → Y auf A ⊂ X wird mit f ↾A bezeichnet.

Für A ⊂ X ist χA die charakteristische Funktion von A,

χA(x) :=

{

1, x ∈ A
0, x /∈ A.

Seien X, Y topologische Räume. Eine Abb. f : X → Y heißt stetig, wenn gilt:

V ⊂ Y offen ⇒ f−1(V ) ⊂ X offen.

(c) Relationen.

0.1. Definition. Sei X Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R von X ×X .

Wenn (x, y) ∈ R ist, so sagen wir, daß x in R-Relation zu y steht, i.Z.: xRy.

0.2. Definition. Eine Relation R ⊂ X ×X heißt eine Äquivalenzrelation, wenn gilt:

(i) R ist reflexiv (d.h., ∀x ∈ X : xRx);

(ii) R ist symmetrisch (d.h., aus xRy folgt yRx);

(iii) R ist transitiv (d.h., aus xRy und yRz folgt xRz).

Für x ∈ X und R Ä.-Relation heißt die Menge der y ∈ X mit yRx die Äquivalenzklasse

von x,
[x] := {y ∈ X ; yRx}.

0.3. Theorem. Sei X eine Menge, R eine Äquivalenzrelation auf X . Dann gehört jedes
x ∈ X zu genau einer Äquivalenzklasse. M.a.W.: X zerfällt in natürlicher Weise in
disjunkte Äquivalenzklassen. (Beweis einfach)

Statt R schreibt man bei Äquivalenzrelationen gern ∼.

Die Menge der Äquivalenzklassen schreibt man X/R.
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0.4. Beispiele.

(1) Sei X := Z und
xRy :⇐⇒ x− y ∈ 3Z.

Dann zerfällt X in die 3 Äquivalenzklassen

[0] = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .},

[1] = {. . . ,−5,−2, 1, 4, 7, . . .},

[2] = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}

(2) Die reelle projektive Gerade.

Sei X := R× R \ {(0, 0)}. Wir definieren auf X eine Relation durch

xRy :⇐⇒ ∃α ∈ R : x = αy,

wobei x = (x1, x2) und y = (y1, y2) ist. Die Äquivalenzklassen kann man sich als Geraden
durch den Ursprung (0, 0) vorstellen (ohne den Punkt (0, 0)).

(3) Cauchyfolgen in Q.

Eine Folge (αn) ⊂ Q heißt Cauchyfolge, wenn gilt:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : ∀n,m ≥ Nε : |αn − αm| < ε.

Die Menge aller Cauchyfolgen in Q bezeichnen wir mit C(Q). Wir führen auf C(Q) eine
Relation R ein vermöge

aRb :⇐⇒ lim
n→∞

(αn − βn) = 0,

wenn a = (αn) und b = (βn).

Behauptung. R ist eine Äquivalenzrelation. (Bew. klar.)

Bem.: Die Menge der Äquivalenzklassen in C(Q) ist nichts anderes als die Menge der reellen
Zahlen (einschl. Metrik),

R := C(Q)/R.

Bemerkung. Weitere Beispiele für Relationen:

(1) Eine Relation R heißt anti-symmetrisch wenn

xRy ∧ yRx =⇒ x = y,

d.h., wenn x und y verschieden sind, dürfen sie nicht in Relation zu einander stehen. Eine
Relation R heißt eine Halbordnung, wenn sie reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist.

Wenn M eine Menge ist und P(M) die Potenzmenge von M , so ist die Inklusion ⊂ eine
Halbordnung auf P(M).

(2) Funktion f :X → Y sind eigentlich Relationen. (ÜA)
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