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Kapitel 1

Die Grundidee der
Mehrgitterverfahren

In diesem Kapitel untersuchen wir zunéchst die gewohnlichen Mehrgitterverfahren fiir zwei
sehr einfache Modellprobleme. Die Techniken und Erkenntnisse hier lassen sich natiirlich in
allgemeinerem Rahmen durchfithren. Insbesondere kann man die Techniken auch als Moti-
vation fiir die Konstruktion algebraischer Mehrgitterverfahren verstehen. Als Literatur kann
[15], [16, 18] sowie die dort enthaltenen Referenzen empfohlen werden.

1.1 Modellprobleme

Wir betrachten zwei einfache Modellprobleme von Differentialgleichungen. Zunichst einmal
ein einfaches eindimensionales Problem.

Gesucht ist eine Funktion u : [0,1] — R die der folgenden Gleichung geniigt.

(1.1) —u"(z) = f(x), fiir alle z € [0, 1]
(1.2) u(0) = go, u(1) = g1.

Dabei ist f eine gegebene Funktion auf [0, 1]. Ebenfalls gegeben sind gg, g1 € R.

Das analoge Problem in zwei Raumdimensionen lautet wie folgt. Wir bezeichnen mit €2 das
Gebiet 2 = [0,1] x [0,1].

Gesucht ist eine Funktion u : 2 — R die der folgenden Gleichung geniigt.

(13) - AU(I,y) = —um(x,y) - Uyy(xvy) = f(xay)v fiir alle (IL‘,Z/) €N
sowie
(1.4) u(z,y) = g(z,y), fir alle (z,y) € 9N

Dabei ist f eine gegebene Funktion auf 2 und g eine gegebene Funktion auf 0.

Im Prinzip ldsst sich vieles was hier gemacht wird, problemlos iibertragen auf allgemeinere
Probleme in Gebieten 2 des R™ der Form



6 KAPITEL 1. DIE GRUNDIDEE DER MEHRGITTERVERFAHREN

(1.5) — div (A grad u) = f in Q,

(1.6) u=gauf T, vT A grad u = h, auf 5.

Dabei ist A : Q — R™*" eine fiir alle Werte aus €2 symmetrisch positiv definite Matrix derart,
dass der kleinste Eigenwert von A nach unten durch eine positive Konstante beschrinkt ist.
't UTy =090 und f, g, h sind gegebene Funktionen. v bezeichnet die dussere Normale.

Wir wollen uns aber im folgenden auf einfache Probleme der Form (1.1)) und (1.2]) beschranken,
um die Darstellung einfach zu halten und die grundlegenden Ideen besser darstellen zu kénnen.

Zur numerischen Behandlung dieser beiden Problemfille kannn man z.B. das Gebiet (also [0, 1]
bzw. [0, 1)) durch ein diskretes Gitter ersetzen und die Niiherung nur an diesen Gitterpunkten
verwenden.

Im Falle des 1D—Problems (1.1 ersetzen wir etwa

Kk

(1.7) O

k=0,...,N+1}.

1

Dabei ist IV eine natiirliche Zahl, ein sogenannter Diskretisierungsparameter und h = 775

der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten.

Geometrisch kann man diese Einteilung so interpretieren:

0 h 2h 1-2h 1-h 1

Mit den gleichen Bezeichnungen ersetzt man im Falle des 2D—Problems (|1.3)

(1.8) Q=1[0,1%—Q, = {(kh,lh): k,1=0,...,N +1}.

Mit Hilfe dieser diskreten Menge §2; ersetzen wir jetzt die Differentialgleichung durch eine
Differenzengleichung. Mit Hilfe der Taylorentwicklung bekommen wir, dass

(1.9) —y'(x) = % (—y(z — h) + 2y(x) — y(z + h)) + O(h?).

Man stellt das iiblicher Weise in Form eines sogenannten Differenzensterns dar. Hier in der
Form

-1 2 — -1

Den Faktor h% l&sst man hierbei iiblicher Weise weg. Man kann ihn spéter beim linearen
Gleichungssystem auch in der rechten Seite unterbringen. Der Stern lebt dann genau auf dem
diskreten Gitter, d.h. man kann immer in drei benachbarten Punkten auf dem Gitter diese
Relation verwenden. Am Rande kann man stattdessen die vorgegebenen Randwerte einsetzen.
Zusammen hat das diskrete System dann die Form

(1.10) —u((i — 1)h) + 2u(ih) — u((i + 1)h) = h*f(ih),i = 1,..., N,
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Abbildung 1.1: Diskretisierung des Gebietes ()

1 @ ® ® @ 4 L J
1-h @ ® ® ® 4  J
1-2h@® ® ® ® 4  J
Y
2h @ ® ® L 4 L 4
h @ ® ® L 4 L 4 ]
0 @ ® ® L L L ]
2h 1-2h 1-h 1
T

wobei u(0) = go,u(1) = g1 vorgegeben sind. Setzen wir

ﬁ?
und

(1.11) Ty = —

Dann haben wir ein Gleichungssystem der Form

(1.12) Thu = f.

Dabei sind u, f die Vektoren, die u;, f; als Komponenten haben.

g1
T h2

Die gleiche Argumentation im zweidimensionalen Fall ergibt den sogenannten “Fiinf-Punkte—

Stern”, der der Diskretisierung des Laplace-Operators —Au(x,y) entspricht.
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Hier bekommen wir in v6lliger Analogie zu dem eindimensionalen Fall eine diskrete Gleichung
die auf dem zweidimensionalen Gitter Qj, lebt d.h. setzen wir u;; = u(ih, jh) dann haben wir
ein diskretes Problem der Form

(1.13) — i1 — Ui o1 + du; — i — ui g1 = h2f (iR, jh)

fir ¢,7 = 1,..., N mit entsprechenden Randbedingungen.

Setzt man wieder die Vorgaben auf dem Rand ein, so bekommt man ein System der Form
(1.14) Apu = f

wobei Aj, eine N2 x N? Matrix ist. = entspricht der der diskreten Funktion auf den inneren
Gitterpunkten ohne Rand, und f der Funktion f unter Beriicksichtigung der Randpunkte.

Man kann im Falle von Ay zeigen, dass

hgTh—I-QIN —In
1 B .
(1.15) Ap = — In
—Iy h2Th—|-QIN

Vorausgesetzt ist, dass man die Gitterpunkte z.B. von unten nach oben zeilenweise einen nach
dem anderem nimmt.

Selbstverstandlich ist dieser Ansatz hier stark vereinfacht. Aber natiirlich ldsst sich das alles
viel allgemeiner formulieren. Nun stellt sich die Frage, wie man dieses Gleichungssystem 16sen
soll. Bei dem 1D-Problem stellt sich eigentlich nicht so sehr die Frage, denn die Matrix
ist tridiagonal, symmetrisch und positiv definit und natiirlich wére die Cholesky—Zerlegung
eine gute und schnelle Moglichkeit (Kosten ungefihr 9N Operationen). Im 2D-Fall klappt
dieser Trick aber nicht mehr so. Sehen wir uns einmal fiir zunehmendes NV an, wie lange eine
Cholesky—Zerlegung, z.B. in MATLAB dauern wiirde.

Bei realistischen Problemen kann ohne weiteres N2 ~ 10° und gré8er vorkommen.

Diese Moglichkeit miissen wir bei numerischen Tests im Auge behalten.

1.2 Direkte Verfahren

Die hier zugrunde liegende Matrix ist symmetrisch positiv definit. Der hierfiir angepasste
direkte Loser wird als Cholesky—Zerlegung bezeichnet. Grundlage hierfiir ist die folgende
Zerlegung der Ausgangsmatrix A.

a v’ a 0 Lo a vl
(19 a=(0 %)= (0 ) s )6 ).
wobei S = B — % das Schur-Komplement (oder auch die Restmatrix) bezeichnet. Von

diesem weiss man, dass es wieder positiv definit ist. Wendet man sukzessive (1.16) auf S
anstelle von A an so erhélt man schliellich eine Zerlegung der Form

(1.17) A=(D-EDYD-E)".
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Dabei entstehen D, E wihrend der Zerlegung. Man beachte, dass im allgemeinen das Schur—
Komplement sich wihrend der Elimination immer weiter auffiillt.

Natiirlich kann man im eindimensionalen Fall des Modellproblems einfach die Cholesky—
Zerlegung verwenden und das Problem dadurch in sehr kurzer Zeit 16sen. Der eindimensionale
Fall dient hier auch mehr der Illustration statt der ernsthaften Behandlung.

Im zweidimensionalen Fall ist der Aufwand schon erheblich hoher und selbst bei Verwen-
dung vielfdltiger Techniken zur Minimierung des Rechenaufwandes lédsst sich eigentlich im
giinstigsten Fall nicht viel mehr als O(N?) erreichen. D.h. man hat man hat einen Rechen-
aufwand der deutlich mehr als linear mit der Zahl der Unbekannten steigt. Hinzu kommt der
enorme Speicheraufwand der in der gleichen Groéflenordnung liegt. Im dreidimensional Fall
verschlechtert sich diese Beziehung noch mehr. Wir betrachten das mal fiir den zweidimensio-
nalen Fall mit Hilfe von MATLAB. Dort verwenden wir zunéchst einen (heuristischen
aber recht effizienten) Algorithmus um die Unbekannten geschickt durchzunummerieren. Der
Algorithmus wird mit “symmetric minimum degree” bezeichnet. Anschlielend verwenden wir
eine Cholesky—Zerlegung basierend auf dieser Anordnung der Unbekannten. Wir betrachten
Rechenaufwand und Speicherbedarf in Abhéingigkeit von N. Die Ergebnisse sind in Tabelle
zusammengefasst.

Tabelle 1.1: Direkte Verfahren fiir die 2—dim. Laplace—GI.

h Problem— || Rechenzeit | Speicherbedarf
grofle (flops) | (Nichtnullel.)

1/31 961 | 2.68-10° 1.11- 107
1/63 3969 | 2.95-10° 6.55 - 10*
1/127 16129 | 2.89-107 3.56 - 10°
1/255 65025 || 2.92-108 1.89 - 10°

Wir sehen das prognostizierte Verhalten, wenn auch erkennbar ist, dass sich der Algorithmus
noch recht gut verhalt.

1.3 Warum keine einfachen Iterationsverfahren verwenden?

Wir haben bereits im vorherigen Abschnitt gesehen, dass direkte Verfahren aus Griinden der
Rechenzeit aber auch vor allem wegen ihres Speicherbedarfs ab einer gewissen Problemgrofie
nicht mehr in Frage kommen.

Wir untersuchen im folgenden einige einfache Standarditerationsverfahren zur Loésung der
Probleme (1.1, bzw. ihrer diskretisierten Varianten (1.10)), (1.13). Wir werden dabei
sehen, dass diese erhebliche Zeit, d.h. sehr viele Iterationsschritte bendtigen und daher so
nicht verwendet werden kénnen.

Wir beginnen mit sehr einfachen Iterationsverfahren der Form
(1.18) 2B = 20 L B (h — AzW)) k= 0,1,2,...

mit Startvektor z(°). Hier verwenden wir als Startwert die 0. B soll hier eine nichtsingulire
Approximation an A darstellen. Die Theorie solcher Verfahren (siehe z.B. [I7, 10]) besagt,
dass die Folge der () gegen die Losung von Az = b konvergiert, sofern der Spektralradius
p(T) = max{|\| : A Eigenwert von 7'} kleiner als 1 ist fiir T = I — B~1A.
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Als Approximationen B an die Ausgangsmatrix betrachten wir mehrere Varianten. Wir neh-
men an, es sei A = D — E — ET eine Zerlegung der Ausgangsmatrix in den Diagonalanteil
D, den negativen strikten unteren Dreiecksanteil E und entsprechend ET den negativen obe-
ren Dreiecksanteil aus Symmetriegriinden. Als erstes nehmen wir den Diagonalanteil B = D
von A. Das zugehorige Verfahren ist auch als Gesamtschrittverfahren oder Jacobi—Verfahren
bekannt. Als zweites betrachten wir den unteren Dreiecksanteil von B = D — E von A. Das
zugehorige Iterationsverfahren wird als Einzelschrittverfahren oder GauB—Seidel-Verfahren
bezeichnet.

Es soll in diesem Zusammenhang so verstanden werden, dass man B~! natiirlich nicht ex-
plizit bildet sondern stattdessen immer ein Gleichungssystem mit B 16st. Wir bekommen in
Abhéngigkeit von N folgende Ergebnisse, die in Tabelle zusammengefasst sind. Dabei
haben wir #(?) = 0 gewihlt und als Abbruchkriterium [|b — Az ||, < 1078|b||oc gewiihlt.

Tabelle 1.2: Standarditerationsverfahren fiir die 2—dim. Laplace—Gl.

Jacobi Gaufl—Seidel
h Problem— || Rechenzeit Anzahl || Rechenzeit Anzahl
grofe (flops ) Iterationen (flops) Iterationen
1/31 961 5.43-107 3834 3.43-107 1918
1/63 3969 9.06-10% 15354 5.73-10% 7678
1/127 16129 | 1.48-10' 61432 || 9.37-10° 30717

Das Ergebnis ist &hnlich niederschmetternd wie zuvor das Experiment mit dem direkten Loser.
Zwar benotigen wir erheblich weniger Speicher, die Zahl der Iterationen ist aber derart hoch,
dass diese Techniken nicht weiter in Frage kommen.

Nun konnen wir natiirlich anstelle von diesen einfachen Iterationsfverfahren auch polyno-
mielle Beschleunigungstechniken verwenden, speziell hier ist natiirlich das cg—Verfahren die
naheliegende Variante, da die Ausgangsmatrix symmetrisch positiv definit ist. Als Vorkon-
ditionierung B an A benétigen wir hier aber eine symmetrisch positiv definite Matrix. Wir
konnen einmal wieder B = D als Diagonalanteil verwenden und zum anderen ersetzen wir
das GauB-Seidel Verfahren durch seine symmetrisierte Variante B = (D — ET)D~(D — E).
Tabelle[I.3|zeigt, dass das Ergebnis zwar schon besser ist, aber es ist weit entfernt von effizient.

Tabelle 1.3: cg—Verfahren fiir die 2—dim. Laplace—Gl.

Jacobi Vork. sym. Gaufi—Seidel Vork.

h Problem— || Rechenzeit Anzahl || Rechenzeit Anzahl
grofle (flops) | Iterationen (flops) | Iterationen

1/31 961 || 1.29-10° 59 || 1.16-10° 34
1/63 3969 1.09-107 120 9.08-10° 64
1/127 16129 | 9.06-107 245 || 7.00-107 121
1/255 65025 7.45-108 499 5.09-10% 218

Allem Anschein nach sind diese Approximationen an die Ausgangsmatrix zu grob.

Natiirlich konnen wir versuchen andere allgemeine Techniken zu verwenden. Die symmetri-
sierte Variante des GauB-Seidel Verfahrens (D — E)D~'(D — E)T kann man als angeniiher-



1.3. WARUM KEINE EINFACHEN ITERATIONSVERFAHREN VERWENDEN? 11

te Cholesky—Zerlegung von A interpretieren, wenn auch der Fehler sicherlich sehr grof§ ist.
Ein Beispiel fiir eine etwas aufwendigere Approximation wire die unvollstdndige Cholesky—
Zerlegung, bei der man nur dort Eintrége speichert, wo bereits in der Ausgangsmatrix Nicht-
nullelemente vorhanden sind. Wir erinnern uns daran, dass folgende Gleichung Grundlage fiir
die Cholesky—Zerlegung ist.

A— a vl _ ([« 0 é 0 a vl
v B v I 0o S 0o I )’
wobei S = B— % Wir ersetzen einfach S durch eine Naherung S, die dadurch entsteht, dass
nur die Eintrége b;; von B durch b;;— Ugj ersetzt werden, die vorher schon von Null verschieden

waren. Wie beim symmetrischen Gaufi-Seidel-Verfahren bekommen wir eine approximative
Zerlegung der Matrix A in der Form

A~ (D—-EYDY(D-E)T".

Die so entstehende approximative Cholesky—Zerlegung wird auch als ICHOL(0) bezeichnet
(ILU(0) im unsymmetrischen Fall). Die Kosten dieser Zerlegung liegen in derselben Grofien-
ordnung wie die Anzahl der Nichtnullelemente der Matrix. Ein vertretbarer und geringer
Rechenaufwand also. Es bleibt die Frage wie sich das cg—Verfahren mit der unvollstéindigen
Cholesky—Zerlegung als Vorkonditionerer in der Praxis verhélt. Dieses zeigt uns Tabelle

Tabelle 1.4: ICHOL(0) cg—Verfahren fiir die 2—dim. Laplace-Gl.

ICHOL(0) Vork.
h Problem— || Rechenzeit Anzahl
grofle (flops) | Iterationen
1/31 961 || 9.40-10° 29
1/63 3969 | 7.40-10° 55
1/127 16129 || 5.69-107 104
1/255 65025 || 4.51-108 204

Die numerischen Ergebnisse zeigen schon eine erhebliche Steigerung gegeniiber dem cg—
Verfahren mit Jacobi—Vorkonditionierung und auch gegeniiber dem symmetrisierten Gauf3—
Seidel als Vorkonditionerer. Nichtsdestotrotz auch hier knickt das Verfahren fiir grofle N nach
und nach ein.

Feststellung:

e Direkte Loser kommen wegen des hohen Speicherbedarfs aber auch wegen der Rechenzeit
nicht in Betracht.

e Einfache Iterationsverfahren (Jacobi, Gaufi—Seidel) bieten zwar eine Alternative bzgl.
Speicherplatz, sind aber zu langsam.

e Aufwendigere Techniken wie die unvollstindige Cholesky—Zerlegung funktionieren er-
heblich besser und sind auch nicht sonderlich speicherplatzintensiv, aber fiir grofle N
auch nicht mehr befriedigend.
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1.4 Glattungsanalyse

Wir nehmen die obigen Beobachtungen zum Anlass, zu untersuchen warum sich die obi-
gen Verfahren so schlecht verhalten. Um die Problematik einfach zu halten, betrachten wir
zunédchst den eindimensionalen Fall, bei dem Jacobi—Verfahren und Gauf3—Seidel—Verfahren
sogar noch schlechter abschneiden. Der Fehler e¥) = z — 2(%) der Gleichung Az = b lisst sich
schreiben als

et = g — 2+ — ¢ — 20 _ B (Az — Az®)) = (1 — B7TA)e®),

D.h. die Fehlerkomponenten werden mit der Matrix (I — B~'A) geddmpft. Im Falle der
Modellprobleme sowie der Jacobi-Gléattung ist diese Matrix recht einfach zu beschreiben.
Denn dann ist B nur ein Vielfaches der Identitéit und die Eigenvektoren sind die von A.

Im Falle des eindimensionalen Problems (1.1)) haben wir fiir ein beliebiges k € N\ {0}
—(sin(krz))" = k*x? - sin(krz), fiir alle z € [0,1]

und sin(kw - 0) = sin(k7 - 1) = 0. D.h. die Funktionen sin(knrz) sind Eigenfunktionen der
homogenen Differentialgleichung

—u"(x) = f(x) in [0,1],u(0) = u(1) = 0.

Es liegt nahe im Falle der diskretisierten Gleichung
—uj—1 + 2ui — uip1 = W2 f;

die gleichen Eigenfunktionen, natuiirlich auf das Gitter beschréinkt zu verwenden. Wir setzen
SZ(-k) = sin kwih Dann erhalten wir mit Hilfe des Additionstheorems sin(¢ + 1) = sin ¢ cos ) £
sin ¢ cos ¢ die Gleichung

—s®) 25t - 85@1 = 2(1 - cos(knh))s."

Fiir i = 1, N treffen die Nullstellen von s*) zusammen mit den Randwerten (hier homogen).
Also sind die Vektoren

(1.19) st = (ék)) = <sin(k:7rih)>
i=1,...,N i=1,...,N

e [ARS}

die wir als diskrete Punkte der Eigenfunktionen bekommen haben genau die Eigenvektoren
der diskreten Matrix T}, aus ((1.11]). Die zughehorigen Eigenwerte sind

kmh kmh kmh
(1.20) h?\, = 2 — 2cos(krh) = 2(1 — cos? % + sin? %) — 4 sin? %,

und zwar konnen wir das fiir £ = 1,..., N machen. Ab kK = N +1,N + 2,... bekommen
wir wieder dieselben Werte wie bei k = 0,1,..., weil wir ja nur diskrete Punkte betrachten.
Allerdings kehren sich Reihenfolge und Vorzeichen um.

Die Eigenvektoren sind fiir N = 3 (griine Sterne) und N = 7 (rote Késtchen) in Abbildung
[I.2] abgetragen.

Bei den Eigenvektoren fillt insbesondere auf, dass mit zunehmenden N hohere und hohere
Frequenzen mit hineinkommen. Bei N = 3,7 haben wir in Abbildung[I.2]einmal auf der linken
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Abbildung 1.2: Eigenvektoren fiir N = 3,7

Abbildung 1.3: Eigenwerte fiir N = 3,7
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Seite die niedrigen Frequenzen mit Eigenvektoren fiir beide N, auf der rechten Seite die fiir
N = 7 zusétzlichen Frequenzen.

Die Elgenwerte sind bis auf den Faktor 77 in Abblldung abgetragen. Dabei ist zu beachten,
dass h2 unterschiedlich fiir N = 3 und N = 7 wire.

Nachdem wir Eigenvektoren und Eigenwerte betrachtet haben, sehen wir uns an, wie die
Fehler in Richtung der Eigenvektoren durch das Jacobi—Verfahren geddmpft werden. Ist also
ein gegebener Fehler e = ZkN:1 ais® beziiglich der Basis s, ..., s®V) dargestellt, so ist

h2 l h2
(I — ?Th)e = Zak(s(k) — —Tp,s)
k=1

N
kmh
= Zak <1 — 2sin? 72r> s,
k=1

Die Terme |1 — 2sin , N treten gerade als Dampfungsfaktoren auf. Nur fiir k&
um N/2 herum sind dlese Werte rlchtig klein. Wir sehen das in Abbildung

2hth| =1,

Abbildung 1.4: Gewichte 1 — 2sin? 2% fiir N =31, d.h. h = ;

cos(kmh) oL

—-0.2

—0.4

35

Also werden Anteile der Losung in Richtung gewisser Frequenzen s*) nur unzureichend
geddmpft. Wir kénnen versuchen dieses Dadmpfungsverhalten durch Einbringen eines Damp-
fungsparameters w zu beeinflussen.

D.h. wir setzen
g* D) = 20 L B~ (b — Ax®)

was im Falle des Jacobi—Verfahrens folgende Fehlerddmpfung liefern wiirde.

2
(- ﬂTh Z (s — im )
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N
= Z o (1 — 2w sin® @)s(k).
k=1

Wir kénnen nun versuchen w zu optimieren, d.h. w so zu wéhlen, dass

kmh
max_[1— 2w sin’ %| = min

EERAE)

ist. Es stellt sich allerdings heraus, dass dann bereits w = 1 ist. Wir kénnen mit w also das
globale Verhalten nicht verbessern. Was wir aber machen kénnen, ist w so zu wéhlen, dass fiir
moglichst viele Frequenzen s der Wert |1 — 2wsin? k%h\ gleichméfig von 1 weg beschrinkt
ist. Das erreichen wir dadurch, dass wir w = % wéhlen. In dem Fall ist namlich fiir £ > N/2

4 4  okmh 4 1 2
-2 —-sn‘f— > - - =-.
3 2 3 2 3
Und somit ist ke )
(1.21) max |1 — 2w sin? L| < -
k>N/2 2 3

Wir erhalten somit ein Verfahren, dass fiir die hohen Eigenfrequenzen s® k> N /2 ein
sehr gutes Dampfungsverhalten hat, aber fiir die verbleibenden niedrigen Frequenzen keine
Verbesserung bringt.

Wir illustrieren das Ddmpfungsverhalten in der folgenden Abbildung[T.5|fiir einige ausgesuchte
Frequenzen.

Wir sehen in Abbildung insbesondere, dass nur hohe Frequenzen geddampft werden,
wahrend die niedrigen Frequenzen nahezu unveréndert bleiben.

Wir haben gesehen, dass wir durchaus in der Lage sind ein Verfahren zu konstruieren, welches
auf einem groflen Unterraum sehr gut arbeitet. Um aber ein Verfahren zu bekommen, welches
das Problem verniinftig approximiert, miissen wir noch etwas tun.

1.5 Die Grobgitterkorrektur

Wir motivieren im folgenden die sogenannte Grobgitterkorrektur.

Aus Abschnitt haben wir entnommen, dass wir Verfahren, die auf einem sehr groflem
Spektrum zufriedenstellend arbeiten relativ leicht konstruieren kénnen. Wir sprechen von ei-
ner sogenannten Glattung, in Anlehnung an den Effekt, dass hohe Frequenzen stark reduziert
werden, wihrend niedrige Frequenzen nahezu unveréndert bleiben. Nun wissen wir (siehe z.B.
Abbildung dass mit zunehmendem N immer mehr hohe Frequenzen in unser Problem
hineinkommen. Anders herum gesagt, bei kleinerem N haben wir vornehmlich niedrige Fre-
quenzen. Wir kénnen also erwarten, dass der verbleibende Fehler nach der Glattung auf einem
groberen Gitter approximiert werden kann. Im folgenden miissen wir lediglich die Ubergiinge
zwischen feinerem Gitter un gréberen Gitter beschreiben.

Wir beginnen mit dem Schritt vom feineren Gitter zum groberen Gitter. In diesem Falle
sprechen wir von einer sogenannten Restriktion. Haben wir etwa zwei Gitter € und Qp
mit H = 2h gegeben, so kénnten wir natiirlich Qy wegen der groberen Maschenweite als
Teilmenge von (2, interpretieren und schlichtweg die triviale Restriktion auf diese Punkte
verwenden. Abbildung illustriert diese Art der Restriktion. Identifizieren wir jedes x €
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Abbildung 1.5: Gegléttete Eigenvektoren (N = 7), vorher (rot), nachher (griin)

[ /7 N
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k=1 ] I \“ﬁ k=4 / \
i i \ / \ /]
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RN y e R™" mit der Stelle im geometrischen Gitter, so kénnen wir statt von x1, ...,z Ny nun

von z(h),...,z((N—1)h) im Falle des feineren Gitters sprechen, bzw. von y(H), ... ,y(¥%52 H)

anstelle von yi,...,y~n-1. Diese Notation veranschaulicht die Lage der Unbekannten und
2

erlaubt eine einfache Beschreibung der Restriktion. D.h. y € Q ist definiert durch

N -1
2

(1.22) y(iH)=x(iH)=x(2ih), i=1,..., ,x € Q.

Abbildung 1.6: Triviale Restriktion Q, — Qg

0 H 1-H 1
® ® ® ®
® ® ® ® ® ® ® ®
0 h 2h 1—2h 1—h 1

Dass die triviale Restriktion aus Abbildung nicht sehr viel Sinn macht zeigt schon folgen-
de Plausibilitdtsbetrachtung. Ignorieren wir jeden zweiten Knoten, so gehen die durch diese
Knoten verursachten Fehler gar nicht mit ein. Wir kénnen diese Fehler nicht korrigieren und
somit auch keine berauschende Konvergenz erwarten, wenn iiberhaupt.

Viel mehr Sinn macht bei der Restriktion die Mittellung {iber die Nachbarn, d.h. y € Qp wird
definiert durch

1 1 1 N -1
(L23)  y(iH) = jeH — h) + Se(H) + qe(H +h), i= 1., ==z € Q.

Dieses kann man wieder mit Hilfe eines Sterns verdeutlichen

=
DN|—
=

Geometrisch illustriert Abbildung [I.7] diese Art der Restriktion.

Neben der Restriktion benttigen wir als néchstes die umgekehrte Richtung, ndmlich die Ein-
bettung des groberen Gitters 2y in das feinere Gitter 2. Diese Einbettung nennt man tibli-
cher Weise Prolongation. Es ist naheliegend, die Punkte des groben Gitters natiirlich in das
feinere Gitter einzubetten. Die fehlenden Punkte im feineren Gitter kann man mittels linearer
Interpolation aus den Nachbarn des groben Gitters bekommen. D.h. wir bekommen folgende
Interpolationsvorschrift fiir einen gegebenen Wert y € Qg um daraus x € (2, zu konstruie-
ren. Wir nutzen wieder die Schreibweise x(ih),y(iH) als Gitterfunktionen um Beziehungen
zwischen den Komponenten von x,y und den zugehorigen Gittern zu erleichtern.
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Abbildung 1.7: Gemittelte Restriktion Q) — Qg

0 H 1-H 1
® o P °
° ° ° o - o ° o °
0 h 2h 3h 1-3h 1-2h 1—h 1
y(jH) falls i = 2j
(1.24) =xz(ih) = = 1. N, yeQy.
SWGH) + LyGH + H) fallsi=2j+1

Anhand von Abbildung erkennt man bereits, dass hier das Prinzip der Restriktion umge-
kehrt wird.

Abbildung 1.8: Interpolation (Prolongation) Qg —

0 H 1-H 1
® @ @ o
® @ @ e - © @ @ o
0 h 2h 3h 1-3h 1-2h 1-h 1

In Matrixschreibweise lésst sich die Restriktion aus (1.23]) darstellen mit Hilfe der Matrix
1 21

0 R 1 1 2 1
1.25 =
(1.25) ; . |

1 21

Die Prologation P ist bis auf einen Faktor 2 die transponierte Matrix.
(1.26) P=2R".
Nach den Betrachtungen die wir in Abschnitt angestellt haben wissen wir, dass das

geddmpfte Jacobi—Verfahren eine glittende Wirkung hat. Speziell die hohen Frequenzen wer-
den gleichméssig geddmpft. Was fehlt, ist eine Korrektur der niedrigen Frequenzen.



1.6. MEHRGITTERVERFAHREN 19

Deshalb kombinieren wir das geddmpfte Jacobi—Verfahren mit einer Korrektur auf dem grobe-
ren Gitter. Im néchsten Korrekturschritt wiahlen wir als Approximation anstelle des Diago-
nalanteils von T}, die exakte Korrektur, allerdings auf dem groberen Gitter Q.

2+3) = k) 4 % . %z(b — Tx®)
(1.27) i >
2D = D) 4 PTIIR(D — Tyahd))

Das so entstandene Verfahren bezeichnet man als (exaktes) Zweigitter—Verfahren. Im Ge-
gensatz zum spéteren Mehrgitterverfahren betrachten wir zunéchst nur diesen Fall. Die Ver-
allgemeinerung auf mehrere Gitter lasst sich dann rekursiv weiterfithren. Natiirlich ist das
Zweigitter—Verfahren noch keine echte Alternative, weil man das Problem der Dimension N
auf eins der Grofle % reduziert hat. Fiir das Problem der Grofle % haben wir aber erst
mal die exakte Losung z.B. mittels Cholesky—Verfahren unterstellt. Nichtsdestotrotz kénnen
wir natiirlich dieses einfache Zweigitter—Verfahren beziiglich Iterationsschritten, Glattungs-
verhalten mit dem gewdohnlichen Jacobi— oder Gaufi-Seidel-Verfahren vergleichen. Tabelle
zeigt die gravierende Unterschiede. Der Volldndigkeit halber miissen wir erdhnen, dass
einmalig der Aufwand fiir die Cholesky-Zerlegung mit hinzukommt. Dieser Aufwand ist ver-
nachléssigbar, da das ganze Problem tridiagonal ist und sowieso nur zur Illustration dient.
Im zweidimensionalen Fall wére die Cholesky—Zerlegung bereits erheblich teurer.

Tabelle 1.5: Zweigitterverf. fiir die 1-dim. Laplace—GI.

Jacobi Gaufi—Seidel Zweigitterverf.
h Zeit Anzahl Zeit Anzahl Zeit Anzahl | Cholesky
(flops) Iter. || (flops) Iter. || (flops) Iter. | (flops)
a4 || 1.3:10° | 3784 || 7.6-10° | 1893 || 1.9-10" 17 | 5.7-10
& | 1.0-107 | 15154 || 6.2-10° 7578 | 3.6:10% 16 | 1.2:10°
= || 85:107 | 60632 || 5.0-107 | 30317 || 7.3-10% 16 | 2.5:10?
% 6.8-10° | 242555 || 4.0-10° | 121272 | 1.5-10° 16 | 5.1-10°
=T — — 2.9:10° 16 | 1.0-10°
1 5 3
w| - S Fr A I At
2047 : ’

1.6 Mehrgitterverfahren

Wir werden jetzt im folgenden das bisher motivierte Zweigitterverfahren zum Mehrgitterver-
fahren verallgemeinern. Dabei werden wir auch auf den zweidimensionalen Fall eingehen sowie
den Einfluss der Zahl der Glattungs— bzw. Korrekturschritte auf die Konvergenz untersuchen.
Auflerdem untersuchen wir weitere Gétter wie z.B. das Gafl—Seidel-Verfahren.

1.6.1 Mehrgitterverfahren im eindimensionalen Fall

Bisher haben wir nur zwei Gitter betrachtet. Dies ist zwar vom Prinzip her ausreichend, weil
man natiirlich die Idee rekursiv weiterentwickeln kann. Jedoch muss dies auch in der Praxis
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durch einen Algorithmus umgesetzt werden. Wir motivieren dies anhand des Zweigitterverfah-
rens. Nach ([1.27) bekommen wir durch Kombinations von Glattung und Grobgitterkorrektur
eine neue Niherung z(**1) durch folgende Berechnungsvorschrift.

2t = p(t3) 4 PTIAR(D — ThahH2))
Wir betrachten den Fall mehrerer hierarchischer Gitter €, € €, C --- C Q. Der

Einfachheit halber seien sie durch Halbieren der Schrittweite gegeben, d.h. hsy1 = hs/2,
s =1,2,...,1 — 1, wobei h; = ﬁ Zu jedem dieser Gitter haben wir die diskretisierte
Gleichung in Form der Matrix T}, s = 1,2,...,[. Die Ubergangsmatrizen (Restriktion und
Prolongation) seien jetzt mit

(1.28) Rs:Qp, — oy Ps:Qpy y — O, s=2,3,...,1

bezeichnet. Eigentlich wollen wir nur das System

Th,xp, = by,

auf dem feinsten Gitter 16sen. Was wir jetzt machen ist im zweiten Schritt der kombinierten
Iteration Tgl durch weitere rekursive Aufrufe zu ersetzen. D.h. statt ein Gleichungssystem

der Form Ty = by mit by = R(b — Thx(k”Jr%)) exakt zu l6sen, verwenden wir wieder einen
Schritt des Zweigitteralgorithmus.

Algorithmus 1 (Mehrgitterschritt)
Gegeben: hs fir ein s € {1,2,...,1}, eine zugehdrige rechte Seite by, eine Ndiherungslosung
Th,-

s

Der folgende Algorithmus berechnet rekursiv eine neue Ndherung yp, .

Falls s=1, lose Th,yp, = bp, direkt.
2
Sonst yp, = xp, + 5 - U (bn, — Th,n,)
xhs—l = O’ bhs—l = Rs(bhs - Thsyhs)
Rufe Algorithmus (1| auf mit hg—1, by, |, xn, ,. Verwende das Ergebnis yp, , aus
dem rekursiven Aufruf um yn, zu definieren.
Yhs = Yhs T PsYn,_, -

In der Praxis rufen wir Algorithmus|[I]in jedem Iterationsschritt & nur einmal auf dem feinsten
Gitter auf. D.h. wir verwenden hg = hy, by, Tp, = x,(s), der Rest erfolgt rekursiv. Die neue

Néherung ist dann :cgjﬂ) = yp,.

Wir erwéhnen noch der Vollstéandigkeit halber, dass sich das Mehrgitterverfahren durch meh-
rere Schritte Vorglattung und Nachglattung sowie mehrere rekursive Aufrufe verallgemeinern
ldsst. Hierzu wihlen wir zwei Parameter v1,v5 € N die die Anzahl Gattungsschritte beschrei-
ben soll sowie einen weiteren Parameter u € N, der die Anzahl rekursiver Aufrufe steuert. Mit
Hilfe der Parameter vy, v, 4 konnen wir nun das allgemeine Mehrgitterverfahren definieren.
Zum Zwecke der Allgeinheit ersetzen wir unsere konkrete Matrix T}, durch eine allgemeine
Matrix Ay, die z.B. im Moment T}, selbst sein kann oder spéter die analoge Matrix aus dem

2
zweidimensionalen Problem 1} Den Glatter % . h—;[ ersetzen wir durch einen abstrakten
Glitter 5, .
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Algorithmus 2 (Mehrgitterschritt)
Gegeben: hg fir ein s € {1,2,...,1}, eine zugehdorige rechte Seite by, eine Niherungslosung
Th, -

S

Der folgende Algorithmus berechnet rekursiv eine neue Niherung yp, .

Falls s=1, lose Ay, yn, = by, direkt.
Sonst y, = T,
Vorgldttung
@" k:1,2,...,l/1
Yne =Y, + Sy (bh, — An,Yn,)
Grobgitterkorrektur
Fir k=1,2,...,u
Th,_y =0, bp,y = Rs(bn, — An,yn,)
Rufe Algorithmus @ auf mit hg_1, by, |, xp, ,. Verwende das Ergebnis yp,,
aus dem rekursiven Aufruf um yp, zu definieren.
Yhe = Yhy + Psyn, ;-
Nachgldttung
Fir k=1,2,...,

Yhe = Yny + Sy (bhy — An,Yn,)

Beim genaueren Hinsehen sieht man, dass bei mehrmaliger Anwendung von Algorithmus
eigentlich nur die Summe v = v; + 15 von nuy und 5 bendtigt wird. Wenden wir Algorithmus

mit 4 = 1 and, so kénnen wir in Abbildung eine Skizze des rekursiven Aufrufs sehen
(I =4). Man bezeichnet dies als “V-Zyklus”.

Abbildung 1.9: Schema eines Mehrgitterschrittes “V—-Zyklus”

Vorgléattung . ‘ Nachgléattung
Restriktion \ / Prolongation
Vorglattung . . Nachglattung

Restriktion \ / Prolongation
Vorglédttung . Nachglattung
Restriktion \ / Prolongation
Grobgltterkorrektur

Verwenden wir anstelle von p = 1 jetzt 4 = 2, dann werden in jedem Schritt zwei rekursive
Aufrufe statt einem durchgefithrt. Da dies aber auf jedem Gitter hs geschieht, steigt die
Zahl der Aufrufe deutlich an. Da dies graphisch wie ein immer wiederholtes “W” aussieht,
bezeichnet man dies als “W-Zyklus”. Abbildung zeigt die Aufrufe.



22 KAPITEL 1. DIE GRUNDIDEE DER MEHRGITTERVERFAHREN

Abbildung 1.10: Schema eines Mehrgitterschrittes “W—-Zyklus”

Gliattung: @ Grobgitterkorrektur: W
o [ J

\ S /

) SN SN SN J
\./ \./ \./ \./ \./ \./ \./ \./

Wir ergénzen diese Abbildungen jetzt durch einige numerische Experimente. Dabei verglei-
chen wir einmal das Mehrgitterverfahren mit grofStmoglicher Zahl Gitter mit dem Zweigitter-
verfahren. Zum anderen testen wir das Verhalten bei Zunahme von Gldttungsschritten. Als

Mehrgittervarianten wihlen wir den “V-Zyklus” sowie den “W-Zyklus”. Tabelle zeigt die
Ergebnisse.

Tabelle 1.6: Mehrgitterverf. fiir die 1-dim. Laplace—Gl.

Zweigitterv. V-Zykl,v =1 | V-Zykl,yv =2 || W-Zykl.,yv =1 || W-Zykl.,y =2

h Zeit | Anz. Zeit | Anz. Zeit | Anz. Zeit Anz. Zeit Anz.
(flops) | Iter. || (flops) | Iter. || (flops) | Iter. || (flops) | Iter. || (flops) | Iter.

=7 || 2910° | 16 || 5.8:10° | 21 | 5.7-10° | 15 | 2.4-10° 17 || 1.6-10° 9
To53 | 5-9-10° | 16 || 1.2.205 | 21 || 1.2:10° | 16 | 5.5-10° 17 || 3.7-10° 9
sor7 || 1.2:105 | 16 | 2.5-105 | 22 || 2.4-10% | 16 || 1.2-107 16 || 9.2:10° 10
1955 || 24108 | 16 || 4.9-105 | 22 | 49106 | 16 || 2.6-107 16 | 1.8:107 9

Tabelle zeigt, dass durch Zunahme eines Gldttungsschrittes die Zahl der Iterationen
natiirlich verringert wird, aber auf Kosten zusétzlicher Glattungen pro Schritt auf jedem Git-
ter. Der W—Zyklus ist natiirlich aufwendiger, hat dafiir weniger Iterationen. Da dieses Beispiel
nur eindimaensional ist, sind die numerischen Beispiele sehr akademisch. Insbesondere wére
natiirlich die Cholesky—Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen hier das schnellste Verfahren. Das
dndert sich im zweidimensionalen Fall.

1.6.2 Mehrgitterverfahren im 2D—Fall

Wir iibertragen nun das Mehrgitterverfahren auf den zweidimensionalen Fall. Das einzige,
was wir dafiir tun miissen ist Restriktion und Prolongation zu {ibertragen.

Es ist klar, dass die triviale Restriktion auch hier nicht allzuviel Sinn macht. Als erstes Beispiel
wéihlen wir jeden Knoten aus dem groben Gitter als Mittel iiber sein Analogon im feinen Gitter
sowie sechs seiner Nachbarn. Zu diesem Zweck sei z € Q) und y € Qp. Wir schreiben z,y
wieder als Gitterfunktionen in der Form z(ih, jh), y(ih, jH).
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1 1
yGH, jH) = Jo(iH,jH) + < [0(H = hjH) +2GH + b, jH)
(1.29) +x(iH,jH — h) + z(iH,jH + h)
+a(iH — h,jH — h) +«(iH + h, jH + h)],

Z,]:L,T,xGQh

In Form eines Stern sieht das so aus.

ool
0|

N

1 1 1
(1.30) 3 / 1 8

1 1

8 8

Ein weiteres Besipiel wire die fehlenden Nachbarn auch mit einzubeziehen. Zum Beispiel so.

1 1 1
16 8 16
(1.31) Lo L
1 1 1
16 8 16

Die hierzu passende Prolongationen sehen dann so aus. Sei dazu y € Q. Dann wird z €
wie folgt definiert. Als erstes die Analogie zu ([1.30)):

y(kH,1H) i=2k,j =2l
ly(kH,IH) + y(kH + H,IH)]  i=2k+1,j=2

(1.32)  x(ih, jh) =
ly(kH,IH) + y(kH,IH + H)]  i=2kj=2l+1

1
2
1
2
Lly(kH,IH) + y(kH + HJIH + H)] i=2k+1,j=21+1

i,j=1,...,N, y € Qp im Falle von Restriktion ((1.29)),(1.30).
Als zweites fiir den Fall von Restriktion ([1.31]) wére die Analogie bei der Prolongation diese.
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y(kH,1H) i=2k,j =2l
$ly(kH,IH) +y(kH + H,|H)| i=2k+1,7=2I
(1.33)  x(ih, jh) = +ly(kH,IH) +y(kH,lH + H)| i=2k,j=21+1
Y y(kH,IH) + y(kH,IH + H) i=2k+ 1,
+y(kH + HIH + H) +y(kH + H,IH)] j=2l+1

i,j=1,...,N, y € Qn.

Bezeichnen wir die daraus resultierenden Matrizen wieder mit R : 5 — Qg und P : Qg — Qp,
so gilt in beiden Fillen P = 4R" und wir erhalten damit das Mehrgitterverfahren fiir das
zweidimensionale Problem . Tabellewendet wieder Algorithmusan. Diesmal mit den
Restriktionen, Prolongationen aus (1.29), (1.32). Als Dampfungsparameter fiir das Jacobi-
Verfahren verwenden wir wieder % (man kann zeigen, dass die analoge Aussage aus dem
eindimensionalen Fall im zweidimensionalen Fall auch giiltig ist). Als Vergleichswerte nehmen
wir das in den Experimenten bisher schnellste Verfahren, die Cholesky—Zerlegung.

Tabelle 1.7: Mehrgitterverf. fiir die 2—dim. Laplace—Gl.

Cholesky || V-Zykl.,v =1 || V-Zykl.,y =2 || W-Zykl.,y =1 || W-Zykl.,v =2
h Zeit Zeit Anz. Zeit Anz. Zeit Anz. Zeit Anz.

(flops) (flops) | Tter. || (flops) | Iter. || (flops) | Iter. | (flops) | Iter.
2.7-10° 2.2-10° 44 || 1.7-10° 26 || 3.7-10° 40 || 2.3-10° 20
3.0-106 9.5-106 45 || 7.7-106 27 || 1.6-107 40 || 1.0-107 20
2.9-107 4.0-107 46 || 3.2-107 27 || 7.0-107 40 || 4.5-107 21
2.9-108 1.7-108 48 | 1.3-108 28 || 2.9-108 40 || 1.9-108 21

S-aeq

Das direkte Verfahren schneidet immer noch ganz gut ab. Wir kénnen das Mehrgitterver-
fahren noch etwas verbessern. Anstelle des geddmpften Jacobi—Glétters kann man das ganz
normale Gauf3i-Seidel-Verfahren einsetzen. Ausserdem kénnen wir einen Schritt des Mehrgit-
terverfahrens als Vorkonditionierer fiir ein cg—Verfahren einsetzen.

Wir erkldren kurz, wie man das macht. Bei dem Mehrgitterverfahren handelt es sich um ein zu-
sammengesetztes Iterationsverfahren (Vorglittung, Grobgitterkorrektur, Nachglittung). Im
Prinzip kann jedes zusammengesetze iterative Verfahren gelesen werden als ein Schritt eines
anderen Verfahren. Betrachten wir zum Beispiel das kombinierte Verfahren

g2 = B 4 By (b— AzV)
.’I,'(k+1) — .I'(k+1/2) +Bz(b—Ax(k+1/2))

mit zwei irgendwie gewihlten Approximationen By, By an A~!. Der erste Schritt besitzt die
Iterationsmatrix I — By A, der zweite Schritt I — Bs A. Fiir das zusammengesetzte Verfahren
bekommt man

I - BA= (I— BQA)(I— BlA) =1 - [BQ + By — BQABl]A

B

Wir kénnen also (zumindest formal) die beiden Schritte in einem Schritt zusammenfassen.

= l‘(k+1) = .T(k) + [Bl + By — BQABl] (b — Al‘(k))
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Dieses Prinzip ist natiirlich auf mehr als 2 Schritte iibertragbar. Ein einfaches Beispiel ist
das symmetrische Gau3—Seidel Verfahren, das aus dem Gaufl—Seidel-Verfahren mit Vorwart-
seinsetzen gefolgt von dem Gaufi—Seidel-Verfahren mit Riickwértseinsetzen zusammengefasst
werden kann. Sei dazu wieder A zerlegt in A = D — E — ET mit Diagonalanteil D, negativem
strikten unteren Dreiecksanteil £ und entsprechend ET dem negativen oberen Dreiecksanteil
(aus Symmetriegriinden). Dann ist By = (D — E)™!, By = (D — E")~! und wir erhalten

B = Bi1+ By— BABy
= D-E)Y'4+DOD-ENY'—(D-ENH'AD-E)!
— (D-EN)! ((D ~E"+(D-E)- A) (D— E)!
= (D-E"Y 'D(D-E)™!

Letzteres ist gerade die Inverse des symmetrischen Gau3—Seidel-Verfahrens. Vom Prinzip her
konnen wir beim Mehrgitterverfahren genauso vorgehen. Ein Schritt des Zweigitterverfahrens
(der Einfachheit halber) besitzt die zusammengesetzte Iterationsmatrix

(1.34) I — MyA = (I —Sp,Ap,)" (I — PyA;  RyApy )" (I — Spy Any)”

Hier haben wir gleich insgesamt k = v + 1+ 12 einzelne Iterationsschritte zusammenzufassen.
Dies ist formal etwas aufwendiger. Wir beschreiben daher kurz die Herangehensweise.

Ist etwa ein aus k Schritten zusammengesetztes iteratives Verfahren gegeben durch die Itera-
tionsmatrix

(I — AA)(I — A1 A)---(I — AjA)=1—- BA
so erhalten wir durch Auflésen nach B die Formel
B=[I—(I—-AA)I—-Ap_1A)---(I—-AA)]AL

Tatséchlich taucht A~! nur formal auf. Durch Ausmultiplizieren kénnten wir verfizieren, dass
sich A~! immer gegen A herauskiirzt. Trotzdem ist diese Formel nicht praktikabel, wenn wir
sie etwa beim Mehrgitterverfahren einsetzen wollen. Uns wére uns lieber, wenn wir ein Schema
h#tten, das wir so auch ohne zusétzlichen Aufwand umsetzen kénnten. Sei dazu etwa

Bip=[I—(I—AA)(I — Ap_1A)--- (I — A A)] AL

Dann ist B = B;  und wir erhalten die Rekursionsformel

B = B
= [I_(I_AkA)(I_Ak:—lA)"'(I—AlA)]A_l
(1.35) = [[—(I—AA) I —Ap_1A)--- (I —AyA)| AN — AA) + Ay

= Bg,k(l — AAl) + Aq
Allgemein haben wir damit eine rekursive Darstellung von B = By, fiir s =1,2,...,k — 1.

s<k: Bs,k = Bs+17k(f — AAS) + A
(1.36) s=k: Bk,k = Ak

Die Anwendung von B auf einen Vektor z wiirde jetzt so aussehen.
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Berechne y = Bb

y=20

for s=1,2,...,k
ifs>1. b=b— Ad
Bestimme d = Agb (ggf. durch Losen eines Gleichungssystems)
y=y+d

Dieses Schema lésst sich natiirlich auch auf einen Schritt des Zweigitter— oder des Mehrgitter-
verfahrens anwenden. Damit bekommen wir auf dem feinsten Gitter einen Vorkonditionierer
des cg—Verfahrens in Form eines Mehrgitterschrittes. Um sicherzustellen, dass der aus ei-
nem Schritt des Mehrgitterverfahrens entstandene Vorkonditionierer symmetrisch ist, muss
lediglich v; = 19 gew&hlt werden und bei der Nachglédttung Sfl anstelle von S, verwendet
werden.

Die Darstellung (|1.34]) bezieht sich nur auf das Zweigitterverfahren. Man kann sich iiberlegen,
das im Falle des Mehrgitterverfahrens die zu (1.34)) analoge Iterationsmatrix gegeben ist durch
M, welche selbst rekursiv fiir s = 1,1 — 1,...,2 definiert ist.

s>1: I — MSA = (I* ShsAhs)VQ(I* PsMsfleAhs)‘u(I* ShsAhs)Vl,
(1.37) s=1: M = Af!

Tabelle zeigt die deutliche Verbesserung bei der Kombination des cg—Verfahrens mit einer
Mehrgittervorkonditionierung.

Tabelle 1.8: cg mit Mehrgittervork. fiir die 2—dim. Laplace—GIl.

V-Zykl,yy =19 =1 W-Zykl.,vy =15 =1
ged. Jacobi Gauf—Seidel ged. Jacobi Gauf—Seidel
h Zeit Anz. Zeit Anz. Zeit Anz. Zeit Anz.
(flops) | Iter. | (flops) | Iter. | (flops) | Iter. || (flops) | Iter.
6.8-10° 11 | 6.6-10° 9 1.1.10° 10 || 9.7-10°
2.9-106 11 | 2.8-10° 9 || 4.7-106 10 | 4.3-10°
1.3-107 12 || 1.2-107 9 || 2.0-107 10 || 1.8-107
5.3-107 12 || 4.7-107 9 || 8.2.107 10 || 7.5-107

oo 00 0o o

S-aeq

Wir haben in diesem Abschnitt ein— und zweidimensionale Mehrgitterverfahren gesehen in
verschiedenen Raumdimensionen und mit verschiedenen Glattern. Die Uberlegenheit dieser
Verfahren ist anhand numerischer Beispiele demonstriert worden.

1.7 Eine elementare Konvergenzanalyse

In diesem Abschnitt geben wir eine genaue Konvergenzanalyse des Zweigitterverfahrens an.
Wir beschranken uns dabei auf den eindimensionalen Fall. Auf den zweidimensionalen Fall
werden wir aber auch kurz eingehen und die Ubertragungen andiskutieren.

Wir unterscheiden in diesem Abschnitt zwischen feinem Gitter €, und groben Gitter Q. Zur
besseren Unterscheidung tragen die entsprechenden Eigenvektoren deshalb einen zusétzlichen
Index.
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1.7.1 Konvergenzanalyse im 1D—Fall

Wir gehen bei der Konvergenzanalyes in drei Schritten vor. Schritt eins ist die Glattung, der
zweite Schritt besteht aus der Restriktion und der dritte schliefSlich behandelt die Prolonga-
tion. Alle drei zusammen liefern dann die Fehlerabschitzung fiir einen Schritt des Mehrgit-
terverfahrens.

Wie wir bereits im Abschnitt gesehen haben ist bei gegebenen Eingangsfehler e =
fo:l o COS(k?Th)SSZk) der Fehler nach einem Schritt Glattung gegeben durch

(1.38) (I —w—

Dabei withlen wir w = 2, um die Géttungseigenschaft zu sichern. s,(lk) = (Sin(iknrh)) ,

3 i=1,...,N
k=1,...,N sind die Eigenvektoren von T} aus (1.19)). 7}, besitzt nach (1.20)) die Eigenwer-
te )\Elk) = % sin? @ Wir betrachten den Fall, dass das exakte Zweigitterverfahren v = 14

Schritte Vorgldttung sowie p = 1 Schritt Grobgitterkorrektur verwendet. Man kann iibrigens
zeigen, dass beim exakten Zweigitterverfahren mehr als eine Grobgitterkorrektur keine Ver-
besserung bringen, weil ein Schritt Grobgitterkorrektur eine exakte orthogonale Projektion
im Sinne des durch T}, erzeugten inneren Produktes darstellt.

Schritt 1: die Gliattung

Wenden wir insgesamt v Gliattungsschritte an, so erhalten wir in Analogie zu (1.38)) nun
2 2 al 4, krh
(1.39) (I- 25 T)e =Y ap(l - - sin® 22y sth),
k=1

Glelchung ) beschreibt dle Fehlergevvlchte nach v Schritten Glattung. Aus (1.21] - wissen

2 kgh < i ist.

Wir kommen nun zum anschliefenden Korrekturschritt. Der Fehler ist dann

2
(1.40) f=I~-PT;'RT,)I - g%Th)

Mit Hilfe von ([1.39) bekommen wir

al 4, krh
o= Y a(l—sin® T =)"(I - PT;'RTy)s)”

P 3 2

Y 4, krh 4 lmh "
(1.41) = Zak(l - gsm2 5 )i (sgl) — ﬁSl 2 —PT,'Rs ( ))

k=1

Schritt 2: die Restriktion

Als niichstes betrachten wir die Restriktion y = Rs®®). Wegen
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sin((i — 1)kmh) + 2sin(ikmh) + sin((¢ + 1)knh) = sin(ikwh) cos(kwh) — sin(kwh) cos(ikmh)
+2sin(ikmh)
+sin(ikmh) cos(kmh) + sin(kmh) cos(ikmh)
(1.42) = 2(1+ cos(kmh))sin(ikmh)

bekommen wir fiir die Restriktionsvorschrift (1.23])

1 1 1 N-—-1
y(iH) = za:(iH—h)—f— §:U(iH)—|—fx(iH—|—h), i=1,...,——,x € Q.

4 2
folgende Beziehung (angewendet auf jedes einzelne sgk)):
. 1 k), . 1 .
yGH) = sGH 1)+ 3D GH) + 1 (GH +h)
1
_ L costhmh) co;(/mrh) sin(jkmH)
kmh —
(1.43) = COSQ% sin(jkrH), j = 1,...,%.

Dabei haben wir nur gerade Werte ¢ = 2j verwendet und 2¢h = jH ausgenutzt. Folgerung:

kmh
(1.44) Rs()—cos2 72r 8(15)> k=1,...,N.
Aus Symmetriegriinden gilt bereits
Rs(k) — cos? @S(Nﬂfk) k= N+l N
5 SH , 5o V-
(M) (M)
und Rs; * ° wird auf s;; > ~ = 0 abgebildet. Die Analyse benotigt diese Details aber nicht.

Sei f = (I — PT;'RT},)(I — %%QT;L)” e. Damit erhalten wir fiir unser Zweigitterverfahren

f = Zak 1—%Sln2kgh)(§l)—% 1n2k7thT 1R())
= Zak (1-— éSm2 k;rh) (s 2) - % cos? @sin2 k%hPTglsg))
= Z ak(l — ésin2 @)”(sg{) - % cos? k;h sin? k:72rh 4511112’21”1{ sg))
(1.45) = Zak 4 n? k;h) (s — psh),

Dabei haben wir ausgenutzt, dass nach 1D 5(;) FEigenvektor von Tﬁl zum Eigenwert

H? h?

2 knH 2 knh o2 krh
o N Sin 5

4 sin 4 cos
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ist. ((1.45)) zeigt eindrucksvoll, dass nach einem Schritt Grobgitterkorrektur der Fehler genau
durch den Fehler s%k) — Psg_’;) bestimmt wird. D.h. das ist der Fehler der zwischen den interpo-

lierten Eigenvektoren Ps,(zk) des groberen Gitters (die zu den niedrigen Frequenzen gehoren)

und den Eigenvektoren sﬁlk) des feineren Gitters entsteht. Wir erwarten, dass dieser Fehler

klein ist, sofern k < N/2 ist, also in dem Fall wo sgk) selbst zu den niedrigen Frequenzen
zahlt. Aus Abschnitt werden die hochfrequenten Anteile fiir £ > N/2 durch die Gldttung

geddmpft werden. Dieser Anteil entspricht gerade dem Faktor (1 — %sin2 @)”

Schritt 3: die Prolongation

Als letzten Schritt ist jetzt die Prolongation x = Psg:) zu untersuchen. Fiir gerades i = 27 ist

nach
(1.46) x(ih) = sin(jkmH) = sin(ikwh) = —sin(i(N + 1 — k)wh).

Ansonsten ist fiir ungerades ¢ = 25 + 1 nach ([1.24))
. 1. . . ...
x(ih) = 5 sin(jkmH) + B sin((j + 1)knH)
1 1
= 3 sin((i — 1)k7mh) + 5 sin((i + 1)k7h)
(1.47) = cos(kmh)sin(ikmh) = cos(kmh)sin(i(N + 1 — k)7h)
Wir kénnen die Gleichungen (1.46)), (1.47)) fiir gerades und ungerades i vereinheitlichen.
Es ist fiir gerades i = 25

1 + cos(kmh)
2

1 — cos(kmh)

x(ih) = 5

sin(ikmh) — sin(i(N + 1 — k)mwh)

und fiir ungerades ¢ = 25 + 1

kmh) 4+ 1 kmh) —1
z(ih) = (m cos(kmh) sin(ikmh) + C(;S(Eosﬂ(k:)ﬂh) cos(kmh)sin(i(N + 1 — k)7h).
D.h. wir haben unter Ausnutzung der Additionstheoreme fiir alle s =1,..., N
kmh kmh
(1.48) z(ih) = cos? % sin(ikmh) — sin? % sin(¢(N + 1 — k)mh).

Hieraus folgt sofort

2 kmh
(1.49) psth) — [sl(lk)’sgN—&-l—k)] [ co§n2]%7r7h ] ‘
2

— 81

Fiir den Fehler f des Zweigitterverfahrens aus (|1.45)) folgt hieraus

f = Zak(l ~3 sin T)”(sgk) - PS%C))

>

=1
N
4 ., krmh _ 2 krth
— E a(1 — = sin? 7)”(8%3) — {s(k),sglNH k)] [ oo 2 Ban ])



30 KAPITEL 1. DIE GRUNDIDEE DER MEHRGITTERVERFAHREN
al 4, krh krh
= Z a(1 — = sin? ——)"sin? —— sgk) + séNH*k)}
3 2 2
k=1
N
4 krh krh
= (o + ant1-k) (1 — 3 sin’ L)” sin? Lsgﬂ)
k=1

Als Fehlergewichte treten also die Faktoren (1 — %sin2 kxh)v sin? K70 auf (neben der Summe

ag + any1-k anstelle von ay).
Die Funktion 4 ; ;

fLt)y=010- 3 sin? ?ﬁ)”sin2 g, te[0,1]
beschreibt genau das Zusammenspiel zwischen Glattung und Grobgitterkorrektur. Der Anteil
(1— %sin2 )" stammt aus der Glittung und ist fiir ¢ > 1/2 (entspricht k& > N/2) betraglich
klein. Der Anteil sin? %r kommt durch die Grobgitterkorrektur hinzu und ist fir ¢ < 1/2
(entspricht k£ < N/2) klein. Also muss das Produkt immer betraglich klein sein.

Wir betrachten einmal fiir v = 1 die Werte der Funktion f, und ihrer Glattungs— und Grob-
gitterkorrekturanteile. Siehe Abbildung (1.11]).

Abbildung 1.11: Gléttung, Grobgitter und Kombination beider (v = 1)

1 - — T T

0.8

~
~
~
~N
~

Glattung

~N

AN

N

Grobgitterkorrektur

0.6 N b

0.2 N |

Kombination: Zweigitterverfahren N

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Wir stellen insbesondere fest, dass in Abhéngigkeit von v folgende betragliche Maxima fiir f,
auftreten (Tabelle ((1.9))).

Diese Maxima sind alle gleichméfig beschrinkt fiir Werte die deutlich kleiner als 1 sind.
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Tabelle 1.9: Konvergenzraten fiir das exakte Zweigitterverfahren

v rf2ls] vee
_ N .
p = max |,(0) H 3 ‘ R

Zusammengefasst erhalten wir folgenden Satz.

Satz 3 Das exakte Zweigitterverfahren (k Schritte) mit gedimpftem Jacobi-Gitter (w = 2)
und v Gldattungsschritten liefert folgende Fehlerabschitzung angewendet auf das eindimen-
sitonale Modellproblem (unter Verwendung der Diskretisierung und Restriktion,

Prolongation aus (1.29), ):

2 h2, 1"
I [(I — PTy'RTy,)(I — 3 ?Th)y ella < 2p%||e|l2, fiir alle e € R™,

wobei fiir p die Werte aus Tabelle @ gelten.

Beweis. Dies folgt sofort aus den obigen Betrachtungen, weil die sgk), k=1,..., N orthogonal

1/2
zueinander sind. Der Faktor 2 ergibt sich aus der Abschétzung ngvzl (o + « NH,k)Q] <

1/2
2 [Z]k,vzl aﬂ . Dieser Faktor tritt bei 2 und mehr Schritten nicht mehr zusétzlich auf, da

nach einem Schritt des Zweigitterverfahrens dieser Anteil symmetrisiert ist. O

Als Abbruchkriterium fiir das Mehrgitterverfahren ist bisher immer ,/eps ~ 1.5 10~8 gewsihlt
worden (verglichen mit der Ausgangsnorm). Nach 16 bzw. 17 Schritten ist im Falle von v = 1
gerade 2p'6 ~ 4.6 - 1078 sowie 2p'7 ~ 1.5 - 107%. Somit reichen 16-17 Schritte fiir diese
Genauigkeit aus. Tabelle (|1.5)) zeigt genau dieses Verhalten!

1.7.2 Ubertragung auf den 2D-Fall

Wir betrachten jetzt grob die Verallgemeinerung auf den zweidimensionalen Fall. Als erstes
bekommen wir die Eigenfunktionen des zweidimensionalen Problems

—Au= fin Q, u =0 on 0f2
durch Tensorproduktbildung der eindimensionalen Eigenfunktionen bekommen.
—A[sin(krz) sin(lry)] = (k* + 1%) 7% - sin(k7z) sin(lry).

Diese Analogie iibertrégt sich auf die Eigenvektoren bei Verwendung des 5-Punkte—Sterns
(1.13)), d.h. die Eigenvektoren der Matrix Ay aus (1.15) sind

e (ih, jh) = sin(ikrh)sin(jlwh).

Als Eigenwerte erhélt man

4 kmwh ITh
Akl = 72 (sin2 % + sin? 7;) .
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Die Glattungsanalyse aus Abschnitt liefert hier ebenfalls w = % Das liegt daran, dass
durch das Tensorieren der Eigenfunktion/Eigenvektoren, fir k& > N/2 oder [ > N/2 der
zugehorige Eigenvektor bereits hochfrequent ist.

Wichtigstes algebraisches Hilfsmittel im zweidimensionalen Fall ist die Tatsache, dass
Ay =T, QI+ 1T}

ist, wobei ® das Kroneckerprodukt zweier Matrizen bezeichnet. Diese Darstellung erlaubt es
i.w. die eindimensionalen Anteile in x—Richtung und y—Richtung weitestgehend separat zu
behandeln und auf den eindimensionalen Fall zuriickzufithren. Satz [3| kann fast wortwortlich
iibertragen werden. Einziger Unterschied ist, dass der Trick mit dem Faktor 2 nicht mehr
klappt.

Zusammengefasst erhalten wir folgenden Satz.

Satz 4 Das ezakte Zweigitterverfahren (k Schritte) mit geddmpftem Jacobi-Gitter (w = 3)
und v Gldttungsschritten liefert folgende Fehlerabschditzung angewendet auf das zweidimen-

stonale Modellproblem (unter Verwendung der Diskretisierung und Restriktion,
Prolongation aus (1.29), (1.39)).

- 9 2 k )
(2= P RT (I = 2 T)7 | el < 20)Flela, fir alle e € BT,

wobei fir p die Werte aus Tabelle (@ gelten.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes gelten nur fiir das exakte Zweigitterverfahren. Eine Verall-
gemeinerung auf den Fall des Mehrgitterverfahrens fehlt bisher und soll auch aus Griinden
der einfacheren Darstellung weggelassen werden.

1.8 Mehrgitterartige Verfahren fiir Variationsprobleme

Wir haben uns bisher auf sehr spezielle Fille des Mehrgitterverfahrens beschrankt. Dies war
lediglich ein Modellproblem auf einem Rechteckgitter (in 2D) mit spezieller Diskretisierung
und dafiir zurechtgeschnittenen Restriktionen und Prolongationen. Der fiir diese Problem-
klasse addquate Zugang besteht iiblicher Weise in Finite-Elemente-Methoden(FEM). Als
Literatur sei z.B. [7, 32] verwiesen. Es gibt aber auch viele weitere Biicher.

1.8.1 Variationsformulierung
Dazu wird das Problem (1.5, (1.6 aus Abschnitt
(1.50) — div (A grad u) = f, in Q

(1.51) u=gauf 'y, v' A grad u = h, auf T'y.

durch Integration in die sogenannte schwache Formulierung iiberfiihrt.
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Wir multiplizerien dazu Gleichung ((1.50) mit einer Funtkion v und integrieren.

- / v div (A grad u) dz = / [( grad v)T A grad u — div (vA grad u)} dx
Q Q

(1.52) = /( grad v)" A grad u dzx —/ v’ A grad u ds
Q o0

Dabei haben wir den Gaufischen Integralsatz

/divwda::/ viw ds
Q BlY)

benutzt. v bezeichnet das dussere Einheitsnormalenfeld auf 9€2. Wir nehmen jetzt an, dass wir
unsere gesuchte Funktion u schreiben kénnen als ug+w, wobei ug eine bekannte Funktion auf
Q ist, welche die Randbedingungen ug = ¢ auf 'y, v A grad ug = h, auf I'y bereits erfiillt.

Es reicht in diesem Falle Funktionen v,w mitv =w = 0 auf I';, ' A grad v = v' A grad w =
0, auf I'y zu betrachten. Wir setzen

(v, f) = /Qvf dz, a(v,w) = /Q( grad v)T A grad w dz

und erhalten damit

0f) = [ ofdo
Q
= /( grad v) " A grad (up + w) dz —/ v’ A grad (up +w) ds
Q oN

= a(v,u) + a(v,up) —/ v A grad ug ds
T2

Die schwache Formulierung lautet nun wie folgt. Sei
H={u: /(u2 + (grad u) " A grad u) dz existiert, u = 0 auf I'y, v" A grad u = 0 auf I'y}.
Q

Wir bezeichnen mit H} () den Raum
Hy(Q) = H,

d.h. den Abschluss von H bzgl. der Norm |ju||? = [,(u? 4+ ( grad u)" A grad u) dz. Eine
prizisere Definition von H} (Sobolev-Réume) sparen wir uns hier.

Gesucht ist eine Funktion u € H{ () derart, dass

(1.53) a(v,w) = (v, f) — a(v,ug) +/ ! A grad ug ds,
1)

fiir alle v € H(Q).
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Abbildung 1.12: Triangulierung des Gebietes )

1.8.2 Finite Elemente

Bei der finiten—Elemente-Methode(FEM) wird jetzt der Raum H} numerisch durch einen
kleineren (endlichdimensionalen) Raum ersetzt. Eine Moglichkeit ist, das Gebiet € mit einem
Dreiecksnetz zu iiberziehen. Im Falle von [0, 1]? sieht das z.B. so aus (Abbildung [1.12)).

Als Ansatzraum einer solchen Triangulierung 2, nimmt man iiblicher Weise stetige Funk-
tionen, die stiickweise Polynome auf den Dreiecken sind. Im einfachsten Fall kénnte man
stiickweise lineare Funktionen nehmen. Wir bezeichnen den Ansatzraum mit S (Q2;,). Da Sy,
endlichdimensional ist, besitzt er eine Basis. Im Falle linearer Elemente kann man als An-
satzfunktionen stiickweise lineare Funktionen 1/; mit lokalem Té&ger wihlen. Diese Funktionen
wiren durch Vorgabe der Funktionswerte in den Eckpunkten eindeutig bestimmt (Abbildung
1.13). Bei stiickweise quadratischen Funktionen und Funktionen héheren Grades kann man
dhnlich vorgehen.

Wir erhalten damit einen Satz von Basisfunktion (1/);) L n sei dabei die Dimension des
=1,...,n

Raumes S, die sogenannte nodale Basis. Wir bezeichnen mit ¥ die (formale) Matrix

(1.54) U= [Y1,..., 5]

Wiéhlen wir nun w,v € S}, so bekommen wir eine fiir u, v eine Darstellung
(1.55) w=UYw,v = Uv.

Dabei bezeichnen u,v € R” die Koordinaten von u, v beziiglich der Basis (d)l>l )
=1,....,n

Das Variationsproblem (1.53)) ist dann dquivalent zu
n n
Z wza 77/}9 W, =

i,j=1 i

|: wla a(wiau(]) + inTA grad uo d8>:|
1 T2



1.8. MEHRGITTERARTIGE VERFAHREN FUR VARIATIONSPROBLEME 35

Abbildung 1.13: stiickw. lin. Basisfunktion mit lokalem Triger

Bezeichnen wir mit A;, = (aij:h)ijzl wbn = (bin);_y ,, die Grofien

(1.56) aijn = a(Vi,5), bip = (s, f) — a(thi, ug) + g v A grad ug ds,

so ist auf dem Raum S}, das Variationsproblem ([1.53) dquivalent zu
v Aju= gTbh, fiir alle v e R™

oder einfach
(157) Ahg = bh-

Die einzelnen Integrale in Ay, by, lassen sich durch Kubaturformeln numerisch berechnen. Emp-
fehlenswert ist dabei die gleiche Approximationsordnung zu verwenden wie bei den stiickweise
Polynomen im Ansatzraum Sj,.

1.8.3 Mehrgitterverfahren fiir FEM—-Diskretisierung

Wie bereits bei der Verwendung finiter Differenzen so wird auch bei der Verwendung finiter
Elemente eine Hierarchie verwendet. Die Hierarchie der Gitter bei der Differenzenmethode
wird ersetzt durch hierarchisch geschachtelte Dreiecksnetze €2, € Qp, C --- C ), und
daraus resultiert eine entsprechende natiirliche Einbettung der zugehotrigen Ansatzriaume

Shy C Spy -+ C Shy-

Die Einteilung des Problems in eine Hierarchie von Ansatzraumen ist Grundlage fiir
viele mehrgitterartige Verfahren. Dafiir braucht man lediglich Interpolationsoperatoren vom
groberen Gitter in das feinere Gitter. Diese sind kanonisch, weil die Rdume ineinander ge-
schachtelt sind. Betrachten wir etwa ein Beispiel wo die Hierarchie der Triangulierung durch
sukzessive Viertelung der bestehenden Dreiecke entsteht (Abbildung [1.14)).

Verwenden wir etwa stiickweise lineare Basisfunktionen @Z)}(Zk) zur Triangulierung der Sei-
tenldnge h eines Dreiecks sowie eine beliebige stiickweise lineare Basisfunktion ¢ zur Trian-
gulierung der Seitenldnge H = 2h.
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Abbildung 1.14: Verfeinerte Triangulierung
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Eine Basisfunktion ¥z kann durch Wahl der Funktionswerten in den Eckpunkte der Dreiecke
beschrieben werden. Im Falle von vy konnen wir annehmen, dass es einen festen Punkt
(xo,y0) = (iH, jH) gibt an dem ¢y gerade den Wert 1 hat und sonst iiberall 0 ist. D.h. wir
haben

b (z,y) = 1 falls (z,y) = (z0,90)
H\TY 0 falls |x —xg| =1H oder |y —yo| =mH, |,m=1,2,3,...

in den Eckpunkten und ¢ linear auf jedem Dreieck. Die benachbarten Basisfunktionen auf
dem feineren Gitter erfiillen analoge Bedingungen:

?,[)(k) (2,y) = 1 falls (z,y) = (m(()k),y(()k))
he A 0 falls |x — 29| = lh oder |y — yo| = mh, I,m =1,2,3,...

Dabei sind die Punkte (ac(()k), y(()k)) gerade (xg,yo) und dessen Nachbarpunkte auf dem feinen
Gitter

(@57, 45) € {(20, 90), (w0 £, y0), (20,90 £ h), (0 + hyyo + h), (w0 — hyyo — h)}.
In Abbildung sind ¥z und w,gk) geometrisch dargestellt.

Abbildung 1.15: Basisfunktionen grobes Gitter, feines Gitter

Ist ¢§LO) die Basisfunktion mit gleichem Mittelpunkt (zo, yo) wie ¥z, so kénnen wir sehr leicht

g als Linearkombination der w}(f) darstellen. Es gilt:

0, 1 k
(1.58) w=¢,§>+2kzﬂw,‘).

Dabei sind die verbleibenden (sechs) Basisfunktionen zp,(f), k # 0 jeweils nur mit % gewichtet.
Beziehung (|1.58]) ist sehr anschaulich in Abbildung dargestellt.
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Abbildung 1.16: Basisfkt. grobes Gitter bzgl. der Basisfktn. des feinen Gitters

Mit Hilfe von ([1.58) erhalten wir auf natiirliche Weise den Prolongationsoperator Ps und als
Transponierte die Restriktion.

(1.59) P;: Sy, — Sh, Re=P],s=2...1

Dass die Restriktion genau die Transponierte der Interpolation ist, kann man am besten
dadurch verstehen, dass per Konstruktion der finiten Element—R&ume und ihrer Basen gilt:

(1.60) Ap,_, =Pl AL P, 5=2,...,1

Damit ist die exakte Grobgitterkorrektur I — PsAy,,_, PJ Ay, ein orthogonaler Projektor im
Sinne des durch A definierten inneren Produktes.

Nachdem wir gesehen haben, dass bei den Finite-Elemente-Methoden unter Verwendung der
sogenannten nodalen Basis (lokaler Triger) auf natiirliche Weise Restriktions— und Prolonga-
tionsoperatoren entstehen, ldsst sich das Mehrgitterverfahren natiirlich sofort iibertragen. Wir
verwenden einfach Algorithmus [2| mit den fiir die FEM natiirlichen Ps, Rg aus und den
entsprechenden Matrizen Ay, die aus der Diskretisierung hervorgehen. Insbesondere sind wir
nicht mehr an Rechteckgitter gebunden, sondern die Interpolation passt sich der natiirlichen
gebietsabhéngigen Einbettung des groberen Raumes S in den feineren Raum S, an.

1.8.4 Weitere mehrgitterartige Verfahren

Vor einigen Jahren sind in der numerischen Behandlung der FEM Methoden vorgestellt wor-
den, die ebenfalls die Hierarchie der Raume Sg, Sy, beutzen, jedoch etwas anders aufgebaut
sind. Der erste Verfahren dieser Art ist die sogenannte Hierarchische Basis [37]. Dabei wird
vereinfacht gesagt ein Basiswechsel von der nodalen Basis auf dem feinsten Gitter hin zu einer
Hierarchischen Basis durchgefiihrt, bei der zunéchst die Basis des grobsten Gitters verwendet
wird. Diese wird dann ergéinzt durch Basisfunktionen des néchst feineren Gitters, um so eine
Basis des zweitgrobsten Raumes zu bekommen. Dieses Verfahren wird von Raum zu Raum
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fortgesetzt (siehe Abbildung[1.17). Man kann zeigen, dass zumindest in zwei Raumdimensio-
nen die so transformierte Matrix lediglich mit einer Diagonalskalierung versehen werden muss,
damit man bei Anwendung des cg—Verfahrens eine von h fast unabhéingige (logarithmisch)
Zahl von Iterationen zu bekommen. Die Matrix wird in dieser Basisdarstellung {iblicher Weise
nicht gebildet, weil die Martix deutlich mehr Nichtnulleintrdge hat als bei der nodalen Basis.

Abbildung 1.17: Hierarchische Basis

In drei Raumdimensionen erweist sich dieses Verfahren jedoch als unbefriedigend. Der Ersatz
hierfiir besteht in der Verwendung eines Erzeugendensystems, wo man die Basis nicht einfach
nur erginzt, sondern durch erheblich mehr Funktionen der jeweils feineren Gitter ergénzt.
Auf die Details dieses Verfahrens soll hier verzichtet werden und auf die einschliagige Literatur
verwiesen werden, die tiblicher Weise unter dem Stichwort BPX (nach den Anfangsbuchstaben
der Autoren) [9] zu finden ist.

Weitere Techniken die zur Klasse der geometrischen Mehrgitterverfahren zéhlen, sind die in
[2, 8] vorgestellte Klasse der AMLI-Verfahren. Die Bezeichnung algebraisch bezieht sich dabei
nicht auf eine von der Geometrie losgeloste Herangehensweise, sondern auf die verwendeten
Techniken wie etwa approximative Schur—-Komplementbildung und die damit verbundenen
Beweistechniken.

Ebenfalls Techniken der unvollstdndigen Dreieckszerlegung aber wiederum bei bekannter Geo-
metrie und Hierarchie verwenden Arbeiten in [26, 25, 27]. Diese sind speziell als robuste
Mehrgitterverfahren fiir die Konvexions—Diffusionsproblematik konstruiert.
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Kapitel 2

Algebraische Mehrgitterverfahren

In diesem Kapitel werden wir uns mit algebraischen Mehrgitterverfahren (AMG) beschéfti-
gen. Hier gibt es eine Reihe von Methoden die sehr viel Verwandtschaft zu den in Kapitel
vorgestellten geometrischen Mehrgitterverfahren haben. Wir werden dazu als erstes motivie-
ren warum und wo man algebraische anstelle von geometrischen Techniken verwendet. Dann
werden wir das klassische AMG von Ruge und Stiiben betrachten. Daran anschliefend werden
wir einige andere algebraische und semialgebraische Techniken vorstellen.

2.1 Was sind und wozu braucht man algebraische Techniken

Es gibt eine Reihe von Anwendungen, bei denen es nicht mdglich ist, geometrische Mehrgit-
terverfahren anzuwenden, obwohl die zugrunde liegenden Probleme aus verwandten Bereichen
stammen. Dies kann z.B. sein, wenn das Problem, das man 16sen will mit einem FEM-Paket
auf dem Computer generiert worden ist, dabei aber nur ein Gitter vorhanden ist. Dies ist in
vielen Ingenieuranwendungen der Fall. Andere Problem, wie etwa Chip—Design [24], also das
Plazieren von gewissen Gattern oder Addieren usw. auf einem Chip beruhen gar nicht auf
einer partiellen Differentialgleichung, sondern stellen ein Optimierungsproblem dar. Trotz-
dem hat man natiirlich so etwas wie ein Gebiet (nimlich den Chip) und kann Gleichungen
aufstellen, die denen aus den partiellen Differentialgleichungen sehr dhnlich sind. Desweiteren
gibt es Probleme mit den geometrischen Mehrgitterverfahren bei einigen Problemen, die nur
entfernt mit den in Kapitel |1| behandelten Problemen verwandt sind. Dort ist erheblich mehr
Anpassung des geometrischen Mehrgitterverfahrens erforderlich um es #hnlich effizient zu
machen. Dies erfordert eine tiefgreifende Analyse und manchmal stehen angepasste effiziente
geometrische Mehrgitterverfahren nicht zur Verfiigung. Ein weiterer Aspekt fiir die Nutzung
algebraischer Techniken ist natiirlich die erheblich einfacheren Datenstrukturen. Die Netze der
jeweiligen Diskretisierung mit all ihren Feinheiten und ihrer Administration werden nicht un-
bedingt benttigt. Bei grolen Problemen kann dies entscheidend sein wenn der Hauptspeicher
das Problem nicht mehr fasst oder der Zugriff auf die Datenstrukturen zu teuer wird.

Die Idee bei algebraischen Techniken ist, lediglich die Matrix des zugrunde liegenden Glei-
chungssystems als Information zu verwenden und daraus ein mehrgitterihnliches Verfahren
zu stricken, dass das geometrische Mehrgitterverfahren nachahmt, ohne dabei aber den de-
terministischen Hintergrund zu haben. So wird man bei algebraischen Mehrgitterverfahren
wieder den Apparat von Techniken wie Glittung und Grobgitterkorrektur verwenden. Hier
jedoch wird der Glétter fixiert sein und Restriktion und Prolongation aus den Koeffizienten
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der Matrix gewonnen. Damit wird dann ein Grobgittersystem induziert auf welchem man die
analoge Technik wieder anwendet. Alles in allem werden damit bei einem gegebenen feinsten
virtuellen Gitter kiinstlich grobere Gitter erzeugt statt anders herum wie bei den geometri-
schen Mehrgitterverfahren.

2.2 Konzepte fiir algebraische Mehrgitterverfahren

In diesem Abschnitt werden wir grob zwei géingige Konzepte vorstellen, die als Grundlage
fiir die hier vorgestellten Mehrgitterverfahren dienen. Das erste Konzept ist direkt an die
bereits vorgestellten Konzepte fiir geometrische Mehrgitterverfahren angelehnt. Das zweite
Konzept beruht auf Blockeliminationstechniken mit deren Hilfe man ebenfalls so etwas wie
ein Mehrgitterverfahren definieren kann.

2.2.1 Mehrgitterverfahren mit algebraischer Restriktion/Prolongation

Um Algorithmus [2] formal anwenden zu kénnen, brauchen wir lediglich eine Folge Rg, Ps von
Restriktions— und Prolongationsoperatoren sowie die zugehorigen Grobgittersysteme Ay, und
und zugehorige Glétter. Im einfachsten Falle kann man als Glétter natiirlich ein Verfahren
wie das GauBB—Seidel-Verfahren oder das Jacobi—Verfahren verwenden. Die Grobgittersysteme
kann man direkt mit Hilfe von Prolongation und Restriktion definieren. Ist etwa A; = A ein
gegebenes System, und Ry, P; (irgendwie definierte) Restriktions— und Prolongationsopera-
toren, so ist die sogenannte Galerkin—Matrix

(2.1) As = APy

eine natiirliches Grobgittersystem. Ubrigens gilt bei den in Kapitel behandelten Mehr-
gitterverfahren und zwar nicht nur bei der FEM. Durch sukzessive Anwendung bekommen
wir eine (kiinstliche) Hierarchie von Systemen A;, Ao, ..., A;, die im Gegensatz zu Kapitel
iiblicher Weise anders herum nummeriert sind, weil man vorab noch nicht wissen kann,
wieviele Vergroberungsschritte denn durchgefiihrt werden. Grob schematisch lduft das AMG
wie folgt ab.

Algorithmus 5 (Schema algebraisches Mehrgitterverfahren)
Gegeben: A = A1 Ausgangssystem, eine zugehdrige rechte Seite b, eine Naherungslosung x.

Teil 1: Generierung der Operatoren

Bilde fiur k=1,2,... sukzessive
einen Glditter Sy, fir Ay

Restriktions—/Prolongationsoperatoren Ry, Py zu Ay
Apy1 = Ry Ay Py

Teil 2: Anwendung als Mehrgitterverfahren

Sind etwa | Systeme Aj,...,A; mit Gldttern Si,...,S;—1 Restriktionen/Prolongationen
Ri,...,Ri_y, P1,...,P_y definiert, dann wende Algorithmus [§ fir diese Konfiguration an
(mit den Systemen, die in umgekehrter Reihenfolge nummeriert sind).

Als Gétter kann man z.B. fest den Gaufi—Seidel-Glétter verwenden. Dann bleibt als einzige
Aufgabe die Definition von Restriktion und Prolongation. Hier in diesem Zusammenhang
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werden wir Ry = P,' wihlen. Das klassische Verfahren hierzu stammt von Ruge und Stiiben
[30]. Mit diesem werden wir uns im Abschnitt eingehend beschiftigen.

2.2.2 AMG basierend auf Blockeliminationstechniken

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Konzept zu algebraischen Merhgitterverfahren, wel-
ches auf Blockeliminationstechniken beim Gaufschen Algorithmus beruhen. Sei dazu die Aus-
gangsmatrix A wie folgt partitioniert:

A A
2.2 A=
(22) <A21 A22)

mit quadratischen Diagonalblocken Aq1, Ass. Wir kénnen durch einen Schritt Blockeliminati-
on A faktorisieren als

A— I O Air O I AﬁlAlg
T\ Ag A T O Sy 0] I ’

wobei Sog = A9y — AglAfllAu das Schur-Komplement ist. Eine solche Partitionierung kann
z.B. die Einteilung des Gitters in Grobgitterpunkte und deren Rest (Feingitterpunkte) sein.
Natiirlich beabsichtigt man jetzt nicht wirklich diese ganze Inversen zu bilden. Ist allerdings
A1_11 leicht zu bekommen bzw. ein Gleichungssystem mit Aj; leicht zu 16sen, ist eine solche
Zerlegung nicht zu teuer. Es kann hochstens passieren, dass Sos voll besetzt ist, was man
natiirlich auch nicht will.

Betrachten wir mal was passiert, wenn wir mit Hilfe dieser Zerlegung ein Gleichungssystem
16sen wollen (alles unter der Annahme, dass wir zumindest mit A;; leicht ein Gleichungssystem
16sen kénnen.

Bilde L = —AglAl_ll, U= —A1_11A12.

Setze
U
P:<I>,R:(LI).
Dann gilt
(2.3) Sos = RAP
und .
(2'4) A_l = ( Acl)l 8 > +PS§21R.

Diese Darstellung erlaubt uns, nachdem P, R, Soo gebildet sind, das Losen des Gleichungssy-
stems Az = b zuriickzufiihren auf das Losen eines Gleichungssystemes mit Sso. Fiir Soo kann
man natiirlich dieselbe Technik wiederverwenden.

2

Sei also z = (xl ), (2;) Es ist dann Az = b dquivalent zu folgendem groben Algorithmus.
Lose A11u = b1

bilde v = Rb
lose Sow = v
bilde y = Pw.

Dann ist z = () +v.
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Um hieraus ein iteratives Verfahren zu machen, bildet man natiirlich L, U nicht explizit,
sondern man approximiert diese. Ausserdem muss man beachten, dass die exakten L, U voll
sein konnten. Auch das vermeidet man natiirlich in der Praxis. Wir erhalten also

(2.5) P = ( Ij > ,R=(L I), wobei L~—AnAy',U~ —AjlAsp.
Die dabei auftretenden Fehler kann man natiirlich dadurch versuchen abzufangen, dass man
das Verfahren in iteratives Verfahren einbettet.

Beispielsweise konnte man (2.4)) in ein iteratives Verfahren einkleiden:

x(kHN) = ) + A1 (b — Az®). Dabei ist A1 mit A~! in (2.4) identisch bis auf die Nutzung
von L, U anstelle von L, U.

Algorithmus 6 (AMG beruhend auf Blockelimination)
Gegeben: A = A1 Ausgangssystem, eine zugehdrige rechte Seite b, eine Niherungslosung .

Teil 1: Generierung der Operatoren

Bilde fir k =1,2,... sukzessive
Partitioniere Ay entsprechend analog.
Berechne P, R aus mit A ersetzt durch Ay

Ag11 = R APy (analog zu )
Teil 2: Anwendung als Mehrgitterverfahren

Seien etwa | Systeme Ay, ..., A; mit Restriktionen/Prolongationen Ry,...,Rj_1, P1,..., P4

konstruiert.
Weiterhin: eine zugehdrige rechte Seite b = by, eine Ndiherungslosung r = x1, p sei die

Anzahl Grobgitterkorrekturschritte.
Der folgende Algorithmus berechnet rekursiv eine neue Niherung ys, angefangen mit s = 1.

Falls s =1, lose Ay, = by direkt.
Sonst ys :=bs — Asxs
Grobgitterkorrektur
Tsy1 =0, bsy1 1= Rsys
Fir kE=1,2,...,u
Rufe Algorithmus @ Teil 2 auf mit bgy1, xsy1. Verwende das FErgebnis ysiq
und setze Tgi1 = Yst1-
Nachgldttung

Verwende das Ergebnis ys+1 um schliefllich ys zu definieren.
—1

A 0O
Ys = Tg + < 101,5 0 > Ys —+ Psys+1'

Man kann natiirlich auch alternativ die in Teil 1 gewonnenen Systeme samt Restriktionen

und Prolongationen schlicht in ein Mehrgitterverfahren einsetzen und den Glétter jeweils
-1

A
durch ( 10173 8 ) ersetzen. Letzteres zeigt natiirlich am deutlichsten die Verwandtschaft

zu Mehrgitterverfahren. Diese zweite Klasse von Mehrgitterverfahren hat einen Vorteil. Die
Restriktion /Prolongation ergibt sich kanonisch, sobald man die Ausgangsmatrix partitioniert
hat. Genauso ist der Gliatter aus dem Ansatz her festgelegt. Es bleibt natiirlich das Problem
geeignete Partionierungen zu finden.
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2.3 Das AMG von Ruge und Stiiben

Im folgenden werden wir uns mit dem klassischen AMG [30] beschéftigen. Die Grundidee
hierbei ist, die Operationen wie Restriktion und Prolongation aus den Matrixkoeffizienten zu
gewinnen. Zu diesem Zweck nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass die Matrix ein festes
Vorzeichenmuster habe. Sei also A = (ag;); ;_; _, die Matrix fiir die wir das Gleichungssystem
Az = b 16sen mochten. Nehme an, dass a; > 0, fiir alle 7 = 1,...,n ist und a;; < 0 fiir alle
i # j. Sollte die Matrix A einige wenige Eintrége ausserhalb der Diagonalen haben die positiv
sind so werden diese zur Konstruktion des AMG einfach ignoriert, d.h. wie 0 behandelt. Fiir
Probleme die diese Bedingungen nicht erfiillen, ist das nachfolgende AMG nicht anwendbar.
Desweiteren nehmen wir an, dass ein uns bekannter elementweise positiver Vektor w € R”
existiere, so dass Aw elementweise nichtnegativ ist. Die Voraussetzungen hier sind (nahezu)
aquivalent zu der Eigenschaft, dass A eine M—~Matrix sei (Siehe z.B. [6]). Der Einfachheit sei w
der Vektor mit lauter Einsen. Ansonsten verwenden wir die Matrix A = A diag (w) anstelle
von A. Diese Bedingungen sind sicherlich recht einschriankend, treten aber in der Praxis
bei sehr vielen Problemen auf. Beispielsweise elliptische partielle Differentialgleichungen mit
FEM und linearen Ansatzfunktionen, sofern die Innenwinkel der Dreiecke nicht mehr als
rechte Winkel (7/2 in Bogenmafl) sind. Dies trifft z.B. auf die in Kapitel [I| betrachteten
Probleme zu. Davon abgesehen gibt es einige weitere Probleme, die solche Gleichungssysteme
liefern. Wie bei geometrischen Mehrgitterverfahren so benutzen wir auch hier Glattung und
Grobgitterkorrektur, wobei diese Begriffe hier jetzt nur umgangssprachlich zu verstehen sind
und nichts mehr mit gedampften hochfrequenten Schwingungen zu tun haben miissen.

2.3.1 Die Grundidee des Ansatzes

Die Zugang zum AMG erfolgt iiber den folgenden Ansatz. Man versucht man diejenigen Fehler
e mit Hilfe von Restriktion und Prolongation zu ndhern, fiir die gilt:

(2.6) (Ae);i = 0,i=1,...,n.

Fehler e mit Eigenschaft (2.6) werden wir im folgenden als “glatt” bezeichnen. Unter der
Voraussetzung ([2.6)) erhalten wir, dass

(2.7) e Y il

7t aij<0 Qi
wobei wegen Aw >0, w = (1,...,1)T ausserdem gilt
s
(2.8) ’ 2]‘ <1
. Qi
J: a;;<0

Genauer noch sind diejenigen Zeilen von A eigentlich uninteressant, fiir die Aw > 0 gilt. Sol-
che Zeilen kénnten durch Sonderbehandlung eigentlich vernachléssigt werden, weil in diesen
Zeilen die Matrix strikt diagonal dominant ist. D.h. der Anteil der Matrix ist leicht inver-
tierbar. Wir kommen darauf spéter noch mal zuriick. Wenn wir uns also konzentrieren auf
diejenigen Zeilen, fiir die Aw = 0 ist, dann bedeutet , dass sich glatte Fehler (nahezu) als
Konvexkombination ihrer Nachbarkomponenten (im Sinne des durch A erzeugten Graphen)
darstellen lassen. Klar sollte auch sein, dass eigentlich nur Gewichte % von Interesse sind, die
nicht vernachléssigbar klein sind. Anders gesagt, wir konnen e; mit Hilfe seiner sogenannten
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“starken Nachbarn” und der zugehérigen (groien) Gewichte la ”l interpolieren. Wir definieren
deshalb jetzt starke und schwache Nachbarn. Sei zu diesem Zweck w € (0, 1] eine festgewéhlte

Konstante (z.B. w = }l, was bei [30] in der Praxis gewihlt worden ist). Die Menge

(2.9) Si={i# i layg| > wmaxiai[}

heisst Menge der starken Nachbarn von ¢ und beschreibe diejenigen j fiir die la ” | hinreichend
grof} ist. Die restlichen j fiir die a;; < 0 ist, heissen schwache Nachbarn. D1e Bezeichnung
starker Nachbar ist iibrigens nicht reflexiv. D.h. j € S; # ¢ € §;. Mit anderen Worten j
kann ein starker Nachbar von ¢ sein, ohne dass das andersherum auch richtig sein muss.
Man unterscheidet eigentlich aus recht praktischen Griinden zwischen starken und schwachen
Nachbarn. Bei einer Reihe von Anwendungen kann es durchaus vorkommen, dass in einigen
Zeilen recht viele Nichtnullelemente auftreten. Das will man natiirlich aus Effizienzgriinden
vermeiden. zeigt, dass sich “glatte” Fehler nur geringfiigig éndern in Richtung der starken
Nachbarn. Dies ist im gewissen Sinne die algebraische Analogie zu glatten Fehlern beim
geometrischen Mehrgitterverfahren.

Zur Erinnerung: Bei geometrischen Mehrgitterverfahren haben wir zunéchst oszillierende An-
teile (dort wirklich hochfrequent im geometrischen Sinne) mit Hilfe der Glattung gedampft.
Was geblieben ist, sind die glatten Frequenzen. Bei Restriktion und Interpolation zwischen den
Gittern sind das aber genau diejenigen Frequenzen die sich mit Hilfe des groben Gitters ohne
groflen Qualitétsverlust leicht durch das grobere Gitter interpolieren lassen. Wir betrachten
zur Illustration nochmal das Problem und als Interpolation die in betrachtete
Interpolation. Abbildung [2.1] zeigt, dass der Fehler zwischen den interpolierten Frequenzen
sg;) des groben Gitters aus ((1.19) und den niedrige Frequenzen s,(lk) fir k < N/2 gering ist
wihrend der Fehler recht beachtlich ist fiir hochfrequente Anteile. Dies ist ein wesentlicher
Punkt bei der Konvergenzanalyse In Kapitel [1.7] gewesen. In Abbildung [2.1] werden Grob-
gitterpunkte rot interpoliert, Feingitterpunkte griin. Als Referenz sind d1e kontinuierlichen
Eigenfunktionen in blau abgetragen.

Nehmen wir uns der Reihe nach diejenigen Zeilen, bei denen Aw = 0 ist vor, dann kénnen
wir eigentlich jedesmal wenn erfiillt ist, diesen Entrag ¢ weglassen, da er sich ja leicht
durch Konvexkombination seiner Nachbarpunkte ersetzen lasst. Ein solcher Knoten ¢ wird fiir
ein spéteres grobes Gitter nicht unbedingt benétigt. Im Gegensatz dazu miissen wir natiirlich
dann dafiir sorgen, dass die starken Nachbarpunkte nicht weggelassen werden. Auf diese Weise
werden eine Reihe von Punkten herausgenommen. Ziel ist es natiirlich, méglichst viele Punkte
herauszunehmen. Solche Punkte heissen dann Feingitterpunkte und die restlichen wiirden
automatisch zu Grobgitterpunkten werden.

2.3.2 Der Algorithmus an sich, 2 Durchldufe

Einfach naiv eine Zeile zu nehmen, diese herauszunehmen und deren starken Nachbarn dafiir
(im Grobgitter) zu behalten, kénnte sehr leicht dazu fithren, dass die Ausbeute der Knoten
die man weglésst ziemlich gering ist. Aus diesem Grunde fithrt man die Menge SZT ein.

(2.10) S'={j:ieS;

Diese zu S; adjungierte Menge SiT beschreibt somit nicht die starken Nachbarn von 4, sondern
die Punkte j fiir die ¢ selbst ein starker Nachbar ist. Wie bereits erwéihnt ist die Eigenschaft
starker Nachbar zu sein nicht reflexiv. Ein ¢ mit #SZT bedeutet, dass ¢ bei sehr vielen j zur
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Abbildung 2.1: Niedrige Frequenzen feines Gitter, interpoliert durch Grobgitter-
frequenzen
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Interpolation benétigt wird. Ein ¢ mit sehr groflem #SiT sollte also mdoglichst bleiben und
damit in das sogenannte Grobgitter wandern. Wihlen wir also einen solchen Knoten 7 fiir
das grobe Gitter aus, so miissen wir natiirlich anschlieflend fiir seine starken Nachbarn j € S;
die Mengen SJT korrigieren, weil ¢ natiirlich nicht ldnger interpoliert werden muss. Wenn wir
jetzt als néchstes wieder einen Knoten mit maximalem #SJ.T nehmen wiirden (solange bis fiir
alle restlichen j, S; nur aus Grobgitterpunkten besteht), dann bestiinde die Gefahr wieder zu
viele Grobgitterpunkte auszuwahlen. Darum nimmt man jetzt im Gegenzug die verbleibenden
Elemente aus j € Sl-T heraus und packt sie ins feine Gitter. Dies ist ein riskanter Schritt, weil
man ja nicht weiss, ob diese Punkte gut interpolierbar sind nur weil i ein starker Nachbar
von j ist. Also nimmt man jetzt die Punkte £ € S; und fiigt j der Menge SII hinzu. Dieser so
entstandene Algorithmus ist erst der erste Teil des AMG, dem anschlieflend ein zweiter Teil
folgt. Wir fassen ihn in einem Algorithmus zusammen.

Algorithmus 7 (Vorldufige Wahl der Grobgitterpunkte) C bezeichne die Menge der
Grobgitterpunkte, F die verbleibenden Feingitterpunkte sowie U die Menge der unbestimmten
Knoten. Ausserdem sei \j = #SJ—»'—, j=1,...,n.

Zu Beginn setze C =F =0, U ={1,...,n}.

Solange U # ().
Wihle ein 1 mit mazimalem \;.
% Verschiebe i ins Grobgitter
C=Cu{i}, U =U\i}
Fiir alle j € S;r NnU:
% Die Nachbarn, fiir die i ein starker Nachbar ist, verschiebe ins Feingitter
F=Fu{jt,U=u\{j}
% Zum Ausgleich erhéhe Gewicht der starken Nachbarn
Fir alle k€ S; NU: A\ = A\ + 1
% Adaptiere Gewicht bei starken Nachbarn, weil i jetzt fehlt (j € S; < i € SJT)
Firallej e SiNU: \j =X ;-1

Wir demonstrieren die Wirkungsweise von Algorithmus [7] an einigen Beispielen. Als Para-
meter w fiir die Definition der starken Nachbarn nehmen wir w = %. Im folgenden sind fiir
unbestimmte ¢ die Werte \; angezeigt. Grobgitterpunkte bekommen ausgefiillte Rechtecke,
Feingitterpunkte ausgefiillte Kreise.

Beispiel 8 Wir verwenden Matrix T}, aus in Kapitel . Wir erhalten als Mengen
S1={2},Si={i-1,i+1},i=2,....,n—1,S, = {n— 1}. Ungekehrt sind S = S; fiir
alle i = 1,...,n. Der Algorithmus startet mit einem i mit maximalem X;, z.B. i = 2. Wir

illustrieren einige Schritte des Algorithmus graphisch anhand des ungerichteten Graphen von
Ty.
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Als zweites Beispiel verwenden wir im Prinzip eine &hnliche Gleichung allerdings jetzt mit
einem Koeflizientensprung.

Beispiel 9
—(au') = f in [0,1].

Dabei sei

() 10 <05
=1 1 2>05

Die entsprechende Matriz der Diskretisierung sieht fast genauso aus wie Ty,. Sei M = [N/2].
In Zeile M steht die Beziehung

—10upr—1 + 1lupr —ups = fr

und bis Zeile M — 1 werden alle Zeilen von Ty, mit 10 multipliziert. Die Menge Sy, SAE sind
fast identisch mit denen aus Beispiel[§. Lediglich fiir i = M, M + 1, dndert sich etwas. So ist
Sy-1={M-2,M}, Syy = {M—1}, Spri1 = {M, M +2}. Folglich sind Sy, _; = {M—2, M},
Sy ={M—-1,M+1}, §);,, = {M+2}. Fangen wir mit dem Knoten i = 3 an, so bietet sich
zundchst das gleiche Bild wie in Beispiel [§. Beim Erreichen der Sprungstelle jedoch verhilt
sich der Algorithmus anders.

!
- 202000
!

' H—20—0—®
!
1o ol e -
!

Wir sehen, dass Knoten M + 1 keine hohere Prioritdt mehr hat als die anderen. Je nach-
dem wie der Algorithmus den ndchsten Knoten auswdhlt, konnte der Vergréberungsprozess
irgendwo weitergehen.

Als néchstes betrachten wir ein zweidimensionales Problem vom Typ (|1.5)) mit springenden
Koeffizienten.
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Beispiel 10
— div (a grad u) = f in [0,1]%

Dabei sei
100 2,y < 0.5
a(z,y) = 10 z>0.5,y<0.5 oder z <05,y >0.5 10 |1
1 z,y > 0.5 100 | 10

Die entsprechende Matrix ber Verwendung einer zu analogen Diskretisierung sieht fast
genauso aus wie Ay aus (1.15). Sei M = [N/2]. Die zu den Gitterpunkten (ih,jh) mit
i,7 < M gehérigen Zeilen werden mit 100, die zu (ih,jh) mit i < M, j > M oder umgekehrt
gehorenden Zeilen werden mit 10 multipliziert. Die verbleibenden interessanten Fille sind die
fiiri =M oder j = M.

~10 —100
~100 310 ~100 ~100 —— 310 —— —10
~100 ~100
i=M,j<M i<M,j=M
—1 ~10
—10 31 ~10 ~10 —— 31 —— -1
~10 ~10
i=M,j>M i>Mj=M
~10
100 —— 220 —— —10
~100

i=j=M
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Wir sparen uns hier eine detaillierte Beschreibung der Mengen S,S". Stattdessen geben wir
die Werte anhand eines 7 x 7 Gitters an. Zuerst die Werte fiir #S.
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Im Grofien und Ganzen sehen wir den Trend, dass der Algorithmus versucht, in den Teil-
gebieten mit grofiem a(z,y) zu bleiben oder zuriickzukehren. Dass wie hier das grobe Gitter

derart regelmdfig aussiseht, muss im allgemeinen nicht sein. Dies sieht man z.B. wenn wir
als erstes mit dem Knoten (3,6) anfangen.
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Hier werden nicht automatisch alle Nachbarn (egal ob stark oder nicht) ins Feingitter gescho-
ben.

Algorithmus [7] hat den Nachteil, dass er nicht nur Punkte fiir das grobe Gitter aussucht,
sondern gleichzeitig auch Feingitterpunkte bestimmt. Hierbei kann es passieren, dass Punk-
te die zu Feingitterpunkten erklédrt worden sind, nicht ausreichend durch Grobgitterpunkte
interpoliert werden. D.h. es gibt Punkte ¢ € F, mit S; € C. Fiir diese Punkte kénnte man
natiirlich S; der Menge C hinzuzufiigen. Wenn wir dies im groffen Stile machen, bekommen
wir vermutlich zu viele Grobgitterpunkte. Dies sollte als Option nur der letzte Ausweg sein.
Mehr Sinn macht es, in einem solchen Fall die Interpolation mit einem Knoten j € §; zu
ersetzen durch andere Punkte. Natiirlich miissen diese Punkte aus C sein, mit Hilfe derer
J € S; problemlos interpoliert werden kann. Ist also fiir j € S; bereits S; C C, so ersetzen wir
die Interpolation mittels j durch die Interpolation mit Hilfe von &;. Ansonsten iiberpriifen
wir, ob es giinstiger ist 5 der Menge C hinzuzufiigen oder alternativ ¢ selbst.

Dieser Prozess wird im wesentlichen durch folgenden Algorithmus realisiert. Dabei wer-
den gleichzeitig die Interpolationsgewichte konstruiert und die Beitrdge schwacher Nachbarn
kompensiert.

Algorithmus 11 (Endgiiltige Wahl der Grobgitterpunkte, Interpolation)
C bezeichne die Menge der Grobgitterpunkte, F die verbleibenden Feingitterpunkte sowie T
die Menge der getesteten Feingitterknoten.

Zu Beginn sind C, F = {1,...,n}\ C aus Algorithmus [ gewdhit.T = 0.

Solange T 2 F.
% Teste einen noch nicht getesteten Feingitterknoten
Wihle i € F\T,T =T U{i}
C; =8;NC % Starke Nachbarn im Grobgitter
D; = S;\Ci % Starke Nachbarn im Feingitter
Ci =0 % Zahl der Elemente, die nach C verschoben werden sollen
% Diagonalkompensation fiir schwache Nachbarn
d; = ay; + Zj: jgS; Gijs fir alle j € C;: dj = \aij\
Fiir alle j € D;:
% hat starker Feingitternachbar j von i einen mit i gemeinsamen starken
% Grobgitternachbarn?
Falls S;NC; # 0
% Verschiebe Gewicht d; auf alle k € C;
s =D ree, lajil. Fir alle k € Ci: dy = d + |aij] ‘aif“'
Sonst: falls C; = 0 % Bisher ist kein j € D; versuchsweise im Grobgitter
% Versuche erstmalig fiir i, j dem groben Gitter hinzuzufiigen
Ci={j}, Ci=CU{j}, Di=D;\ {j}, dj = |as|
Sonst: % es wurde bereits ein j € D; versuchsweise ins Grobgitter geschoben
% Schiebe lieber i ins grobe Gitter statt eines weiteren j
CNZ':{Z'}, D;,=C; =10
% Schiebe Element aus C; endygiiltig ins Grobgitter
C=CUC, F=F\G
% Bilde gemittelte Interpolationsgewichte

Fiir alle j € C;: pij = ?TJ

7

% Triviale Einbettung fiir Grobgitterpunkte
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Fiir allei € C: py; =1

Der Algorithmus berechnet eine Prolongationsmatrix P, welche die Interpolation vom Grob-
gitter ins Feingitter beschreibt (wenn man die Nullspalten zu Entridgen aus F streicht oder
als nicht vorhanden interpretiert).

Wir betrachten ein paar Beispiele. Die Beispiele f sind ungeeignet fiir das Verschieben
von Interpolationsgewichten oder fiir das Verschieben von Knoten ins grobe Gitter. Das liegt
daran, dass diese Beispiele immer alle Nachbarn der Feingitterpunkte bereits im Grobgitter
liegen. Sie sind allerdings leicht nachzuvollziehen, wenn es um die Interpolation geht.

Beispiel 12 Die Matriz P stimmt mit der Interpolationsvorschrift tiberein. Denn fiir
jedes gerade i wird gerade x; interpoliert mit Hilfe von
_ \Tz‘,z‘—l\y, Tiita] 1 1

T Vil + . Yl = Y + S Yit1-
7 7

Ty

Beispiel 13 Die Matriz P stimmt ebenfalls mit der geometrischen Interpolationsvorschrift
iberein. Das liegt in diesem Beispiel daran, dass Knoten M = [N/2] zum Grobgitter
gehort. Ansonsten widre fiir diesen Knoten die Interpolationsvorschrift anders.

Beispiel 14 Das Grobgitter ist véllig anders als beim geometrischen Mehrgitterverfahren.
Hier haben wir ungefihr doppelt so viele Grobgitterknoten. Fir einen Knoten (i,j) aus dem
feinen Gitter ist die Interpolation an den Stellen wo keine Koeffizientenspriinge sind gegeben

durch
1 1 1 1

Tijj = qYij=1F J¥ig+l T 7Yi-15 F 7Yit1j-

Fehlt eine starke Verbindung (etwa (i, j+1) ) wegen eines Koeffizientensprunges, so bekommen

wir
1 1 1
Tijj = g¥ij-1 + 3Yii+l + 3Yi-14-
Das liegt daran, dass Diagonalkompensation gemacht wird. Bei zwei starken Nachbarknoten
lauten die Gewichte entsprechend je % Ausnahme von dieser Regel bilden die Knoten, die
sich in Randndhe befinden. Hier sind die Zeilensummen gréfier als Null und dementsprechend
werden selbst einfache Feingitterknoten (i,j) z.B. durch x;; = iyi,j_l + iyi,jﬂ + %yi_Lj

interpoliert.

2.3.3 Die Konstruktion der Interpolation in Matrixschreibweise

Die Konstruktion der Interpolation mit Hilfe von A kann man sich auch in Matrixschreibweise
vorstellen. Als erstes nehmen wir die Matrix A und ordnen die Zeilen/Spalten so an, dass die
z.B. die Grobgitterpunkte als erstes kommen. Schwache Nachbarn in einer Zeile werden sofort
auf die Diagonale in jeder Zeile verschoben.

I Per >
A= 7 )+ B,
< Pre Prr

Ist etwa zu Beginn

so dass E die Eintrige von A beschreibt, die zeilenweise in jeder Zeile i schwache Nachbarn
von ¢ sind, dann wird A ersetzt durch

I Fr )
A— ’ + D,
< Prc Prr
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wobei D die Diagonalmatrix mit

D|: |=E]|:
1 1

ist. Da die Eintrage von FE Aussendiagonaleintrige sind, sind die Diagonaleintrige von D
kleiner oder gleich Null. Per Konstruktion éndern sich die Zeilensummen nicht.

Die Eintriage aus D; entsprechen den verbleibenden Aussendiagonaleintragen in Zeile ¢ von
Block Pr 7. Braucht beim Testen eines Feingitterpunktes i keiner seiner starken Nachbarn
zusétzlich ins Grobgitter, so werden lediglich Aussendiagonaleintrige von Pr r in Zeile ¢ auf
den Block Pr verteilt. Jeder einzelne Aussendiagonaleintrag p;; in Pr z wird so auf die
Eintrage p;; in Prc verteilt wie es den Groflenverhéltnissen der Koeffizienten pj;, in Zeile j

derselben Matrix Pr ¢ entspricht.

Setzen wir etwa s = ), o |pjx| und fiir alle k € C, wj = MT'I“', so sind fiir alle k € C, wj, > 0

und es ist Y, o wjp = 1. Fiir jedes j wird

e ( Prc \ Prr )

ersetzt durch

6’;( Prc ‘ Prr )+ ( (pij ' wjk) *pz'jejT ) :
kec

Dabei dndern sich auch hier die Zeilensummen wegen », -pijwjx — Dij =
Dij (Z rec Wik — 1) = 0 nicht und die Vorzeichen bleiben auch erhalten.

Entscheiden wir uns hingegen in einem Schritt dazu einen starken Nachbarn j von ¢ ins

I Pr
Prc Prr
umgeordnet, damit Zeile/Spalte j vom F-Block in den C-Block wandert. Gleiches passiert
auch, wenn wir stattdessen ¢ vom F—Block in den C—Block verschieben.

grobe Gitter zu verschieben, so wird < > + D zeilenweise und spaltenweise neu

Am Ende erhalten wir eine Matrix der Form

( I'+Ecc FPer )
Pre  Drpr )’

wobei Dr 7 diagonal ist und E¢ ¢ spéter ignoriert wird. Es gilt in jedem Falle

1
al )= < I+Ece FPer >
) Pre  Drr

Betrachten wir nun die Matrix

I
P= _ :
( —Dy'yPr )

so ist dies genau die Matrix der Interpolation. Fiir diejenigen Zeilen i von A, fiir die
1

el Al | =0ist, gilt

0=¢ A| : ZZPik-Fdii.
1 kec
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Hieraus folgt dann
Zkec |Dik| o
dii B
weil die einzelnen p;; < 0 sind. Mit anderen Worten: Fiir alle Zeilen die zu Grobgitterpunkten

gehoren sowie zu allen Feingitterpunkten ¢, fiir die die Zeilensumme von Zeile ¢ in A Null ist,
1

L

ist die Zeilensumme von P gleich 1. Ansonsten kann ist die Zeilensumme 1 — d%iel-TA

zwischen 0 und 1. Mit anderen Worten, wir haben immer

1

) 0O O
' 1

2.3.4 FErginzungen bei Diagonaldominanz

Wir erwdhnen kurz die Erweiterung der Algorithmen bei Diagonaldominanz. Im Prinzip
kénnen Zeilen ¢ fiir die a; > 37, |aijl, geh't'jren eigentlich sofort ins Feingitter und brau-
chen auch nicht interpoliert zu werden. Die Anderungen sind schnell beschrieben. Sei etwa

§ € (0,1) gegeben, etwa § = ;. Dann setzen wir

(2.11) Faa={i: (1=0)au| = > layl}-
j: i

Faq ist die Menge der strikt diagonal dominanten Zeilen. Wir definieren abweichend
(2.12) S; = @, fur alle i € Fyq.

Ausserdem startet Algorithmus [7|mit C = 0, F = Fygq und U = {1,...,n} \ Faa-
Algorithmus [11] darf mit 7 = Fy4 starten, weil das Testen von Punkten ¢ € Fyq wegen S; = ()
sowieso keinerlei Anderung bringt. Bleibt ein Punkt i € Fyy in F, so sind die Interpolations-
gewichte Null. Es kann allerdings passieren, dass Punkte aus Fy4 ins Grobgitter verschoben
werden. Das passiert in dem Augenblick, wo ein zu testender Knoten i € F\ 7 einen Knoten
J € Faq als starken Nachbarn hat. Da j selbst aber keinen starken Nachbarn (wegen S; = 0)
mehr hat, kann nur ¢ selbst oder j ins Grobgitter verschoben werden. Im letzten Fall wird ein
Punkt j € F4q zum Grobgitterpunkt.

2.3.5 Erhaltung der Vorzeicheneigenschaft

Wir haben bisher nur Techniken gesehen, die die Interpolation P konstruieren. Bei einem
Mehrgitterverfahren erzeugen wir jedoch ein neues Grobgittersystem Ay = P AP. Dass
dieses System die Vorzeicheneigenschaft erfiillt ist nicht sofort klar. Auch ist nicht klar, ob die
Zeilensummen vergleichbar mit denen von A sind. Dies lésst sich aber unter recht allgemeinen
Voraussetzungen zeigen. Fiir Details siehe [30].

Damit ist das AMG nicht nur ein Zweigitter—Verfahren, sondern erlaubt auch den rekursiven
Einsatz als Mehrgitter—Verfahren. Als Glétter wird iiblicher Weise das Gau3—Seidel-Verfahren
eingesetzt. Wir betrachten einige Beispiele.
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Beispiel 15 Als erstes verwenden wir das einfache 2D Modellproblem mit Finf-Punkt—
Disktretisierung . Im Gegensatz zum geometrischen Mehrgitter sind die hier entstehende

Gitter auf den groberen Levels erheblich weniger strukturiert und geometrisch z.T. nicht son-
derlich sinnvoll (Abbildung[2.9).

Abbildung 2.2: Algebraisch erzeugte Gitter
Level 1 Level 2

Level 3 Level 4

Im Gegensatz zum geometrischen Mehrgitterverfahren reduziert sich die Zahl der Unbekannten
pro Level hier weniger. Eine Halbierung ist fir ein rein algebraisches Verfahren aber schon
recht gut. Auch die durchschnittliche Zahl der Nichtelemente pro Zeile steigt i.a. an. Details
zeigt die folgende Tabelle.

Vergrdéberungsprozess
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Level‘ n ‘ # Nichtnullel. /n

1] 5969 4.9
2| 1981 8.6
3| 608 10.7
4| 208 1.1
5| 62 13.5
6| 18 10.8
7 1 1.0

Die Zahl der Iterationen ist sicherlich hoher als beim geometrischen Mehrgitterverfahren.
Sie hdlt sich aber doch erkennbar in Grenzen. Als Beispiel betrachten wir das cg—Verfahren
mit Gaufi—Seidel und geddimpften Jacobi als Glitter. Das Jacobi—Verfahren ist so gedampft
worden, dass die vorkonditionierte Matriz alle Figenwerte kleiner oder gleich 1 hat.

Zeit in flops fiir das vorkonditionerte cg—Verfahren

n H Jacobi H Gauf—Seidel
225 3.6-10° | 18 || 2.7.10° | 11
961 || 1.8:10% | 20 || 1.4-10% | 12
3969 || 8.1-10% | 21 || 5.8-10% | 12

Verglichen mit den Werten fiir das geometrische Mehrgitterverfahren (siehe Tabelle auf
Seite [26] schligt sich das AMG an dieser Stelle ziemlich gut. Es soll jedoch nicht verheimlicht
werden, dass die Generierung der Mehrgitter—Hierarchie eine erhebliche Zeit in Anspruch
nimmt. Diese tberlagert in der Regel noch die Zeit fiir den Ldésungsprozess.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir ein einfaches Problem allerdings mit einer Anisotropie
und Grenzschichten.

Beispiel 16 Betrachten wir das Modellproblem
_52u:m — Uyy = fin [07 1]27

so empfielt es sich in jedem Falle am linken und rechten Rand des Gebietes eine Grenzschicht
der Breite €|lne| vorzusehen [1]. Wir verwenden eine angepasste 5-Punkt-Diskretisierung.
Dies fiihrt zu einer Unsymmetrie der Matriz (dies liesse sich bei der FEM vermeiden).

Die entstehenden Gitter zeigen eine klare Ausrichtung in Richtung der y—Achse (Abbildung
3.

Im Gegensatz zum geometrischen Mehrgitterverfahren reduziert sich die Zahl der Unbekannten
pro Level hier weniger. Eine Halbierung ist fir ein rein algebraisches Verfahren aber schon
recht gut. Auch die durchschnittliche Zahl der Nichtelemente pro Zeile steigt i.a. an. Details
zeigt die folgende Tabelle.

Vergréberungsprozess
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Abbildung 2.3: Algebraisch erzeugte Gitter

Level 1 Level 2

16 T 16 T

14r 14

12F 1ok

10F 10F

8r 8r

6F A

4r 4t

2F 2r

0 10 15 0 l; 5 10 1‘5
Level 3 Level 4

16 T 16 T

14r 14

12f 1of

10F 10

8r 8k

6F 6

J o

2r ok

0 10 15 - 5 o s

Level 5
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Level‘ n ‘ # Nichtnullel. /n

1] 12033 5.0
2| 6112 8.8
3| 3056 15.8
4 1171 18.0
51 428 17.6
6| 184 20.9
7 56 11.1

Da die Matrix nicht mehr symmetrisch ist, verwenden wir anstelle des cg—Verfahrens jetzt das
GMRES(20)-Verfahren [31)]. Wie in Beispiel[15 verwenden wir Gaufi—Seidel und gedimpften
Jacobi als Glitter (v =2).

Zeit in flops fiir das vorkonditionerte cg—Verfahren

n H Jacobi H Gaufi-Seidel
7051 1.3-10 [ 14 [ 9.2.10° | 9
2945 || 6.6-10% | 16 || 4.7-10 | 10
12033 || 2.9-107 | 17 || 1.9-107 | 10

Auch hier iiberzeugt die reine Rechenzeit fiir das Lisen des Systems. Wiederum ist die Zeit fiir
die Generierung nicht aufgefihrt. Diese in flops zu messen macht nicht viel Sinn, iberlagert
aber den Losungsprozess.

2.3.6 Weitere Ruge—Stiiben—artige AMGs

Neben dem bereits klassischen Mehrgitter—Ansatz gibt es darauf basierend viele weitere Ver-
fahren, die diese Methode in der ein oder anderen Art nutzen. Z.B. wird ein Verfahren dieses
Typs in [24] als Vorkonditierer eingesetzt (z.B. zur Optimierung von Chip—Layout). Andere
Anwendungen beschéftigen sich z.B. mit der Parallelisierung des Verfahrens (siche z.B. [13]).
Fiir Probleme die aus Finite-Element—Methoden stammen gibt es z.B. eine neuere Variante,
die die FEM-Struktur mit in das AMG einbaut [20}, [19]. Fiir einige Probleme, wo die zugrunde
liegende Matrix nicht die gewiinschte Vorzeichenstruktur hat, weil etwa bei der Diskretisierung
Ansatzfunktionen gewéhlt werden, die die Vorzeicheneigenschaft der Matrix nicht erhalten,
werden dquivalente M—Matrizen konstruiert und darauf dann das Ruge—-Stiiben-AMG ange-
wandt [14].

2.4 AMGs basierend auf Aggregation

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einem algebraischen Mehrgitter—Verfahren, dass
von Braess zur Behandlung von elliptischen Problemen zweiter Ordnung wie z.B. (1.5 vorge-
schlagen worden ist [§]. Weitere Arbeiten hierzu findet man z.B. in [34]. Das Verfahren unter-
scheidet sich von dem AMG von Ruge und Stiiben dadurch, dass die M—Matrix—Eigenschaft
nicht mehr benétigt wird. Dafiir sollte die Matrix aber symmetrisch und positiv definit sein. Es
wird ausserdem angenommen, dass eine Diskretisierung mittels FEM in Dreiecks— und/oder
Viereckselemente zugrunde liegt.
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Die Idee besteht darin die Knoten {1,...,n} geschickt in disjunkten Clustern Zi,...,Z,,
zusammenzufassen und daraus die Restriktion zu bilden. D.h. R : R" — R™ ist dadurch
definiert, dass y = Rx, wobei

(2.13) Yk = in, fir alle k=1,...,m.
€Ty

Als Prolongation verwendet man wieder P = R' und als Grobgittersystem Ay = RART.

Dies bedeutet, dass man einen Grobgittereintrag af} wie folgt aus 4 = (a;;), j=1,..n ekommt:
1
H .
(2.14) ap=(1 - V) @erjer, | 0 | = Do a
1 i€Ly,JE€L;

Beispiel 17 Nehmen wir etwa als Beispiel T}, aus . Der Einfachheit soll die Dimension
gerade sein und I; = {25 — 1,25} , j = 1,...,n/2 sein. D.h. zwei benachbarte Zeilen und
Spalten werden zu einer Zeile/Spalte zusammengeschmolzen.

2 -1
-1 2 |-1
-1 2 -1 2 | -1
-1 2 | -1 -1 2 |-1
-1 -1
—
-1 -1
-1 2 -1 -1 2 | -1
-1 2 |-1 1] 2
-1 2 -1
-1 2
Die eigentliche Kunst ist es natiirlich die Mengen 71, ...,Z,, geschickt zu bestimmen. In [§]

wird vorgeschlagen, fiir elliptische 2D—Probleme, bei denen mittels FEM das Gebiet irgendwie
in Dreiecke und Vierecke zerlegt wird, Knoten wie folgt zu clustern.

Die Mengen Z sollen moglichst aus drei bis vier Elementen bestehen. Fiir deren Auswahl wird
zunéchst eine Prioritdtenliste aufgestellt, sieche Abbildung

Abbildung 2.4: Muster fiir die Bildung von Gruppen nach Prioritit

MATINILL

Prioritat 7

Die Gruppen werden jetzt sukzessive gebildet. Neue Gruppen werden in zwei Schritten kon-
struiert. Zunichst werden zwei Knoten in eine neue Gruppe zusammengefasst, derart dass
sie und zwei Knoten einer bereits existierenden Gruppe einen der Graphen in Abbildung
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enthalten. Anschliel werden sie so vervollstindigt, so dass ihr Graph eine moglichst hohe
Prioritédt im Sinne von Abbildung hat.

Dies kann durch einen Algorithmus beschrieben werden.

Algorithmus 18 (Gruppenbildung, 1. Algorithmus)
U={1,....n}.p=0
Solange U # ()
p=p+1
Wiihle eine Gruppe G, von mazimal 4 Knoten mit zuldssigem Graphen entsprechend
Abbildung (triviale Graphen mit 1 bis zwei Knoten sind weggelassen).
U=U\G,.
Solange G1, . ..,G, Nachbarn in U haben
Seii € {1,...,p} kleinstmdglich, so dass G; einen Nachbarn in U hat
Falls ein zuldssiger Graph mit je zwei Elementen aus U und G; mdglich ist
Bestimme unter diesen den besten Graphen i.S. von Abbildung .
Sind etwa j, k die beiden Knoten aus U, so bestimme das beste Muster aus
U welches j, k umfasst bezeichne die Menge als Gpy1.
Sonst:
wdhle maximal drei Nachbarn aus U die Nachbarn von G; sind, bestmdoglich
.5, von Abbildung und bezeichne diese Menge als Gpi1.
p=p+1
U=U\G,

Dieser Algorithmus versucht soweit es geht, Gruppen mit hoher Prioritét als auch einer hohen
Zahl von Verbindungen zu den Nachbarn zu bilden. Der Nachteil ist natiirlich die Vielzahl
von Fallunterscheidungen und die daraus resultierende Komplexitdt. Ausserdem haben auch
die numerischen Werte keinerlei Einfluss auf die Konstruktion. Aus diesem Grund wird in [§]
ein weiterer Algorithmus vorgestellt, der diese Aspekte besser berﬁcksichtigt.

Der zweite Algorithmus bildet zuerst Paare (i, 7)

Schritt werden diese zu Quadrupeln zusammengefasst, so dass die Prlorltat in Abbildung [2:4]
grofitmoglich ist.

Algorithmus 19 (2. Algorithmus, AMG von Braess)
1. Schritt: Paarbildung
U=A{1,....n}.p=0
Solange U # ()
=p+1
Wiihle ein t € U.

Falls i mindestens einen Nachbarn in U besitzt
2

Bestimme Nachbar j € U von i so, dass —’— mazximal ist.
115

Pp = {i}
Sonst:
7Dp = {7’7]}

2. Schritt: Gruppenbildung

U=U__{Pi}.p=0
Solange U # ()
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p=p+1
Wihle ein P; € U.
Sei mij = #{akl 75 0:keP;le Pj}
Falls m;; > 0 fiir ein P; € U
Bestimme j so, dass m;; maximal fiir alle P; € U.

Gy, =PiUP;

U=U\{Pi,P;}
Sonst:

Gp="Pi

U=U\{Pri}

Natiirlich kann man die Freiheiten in diesem Algorithmus noch etwas niitzen. Z.B. bei der
Paarbildung kéonnte man anstelle eines beliebigen unbestimmten Knotens einen Knoten neh-
men, der selbst Nachbar eines Paares ist. Unter den Knoten j die m;; maximieren, kénnte
man diejenigen bevorzugen, die Nachbarn von bereits existierenden Paaren sind, womdoglich
Nachbarn desselben Paares wie .

Wir betrachten einige Beispiele.
Beispiel 20 Als erstes verwenden wir wieder Modellproblem mit Diskretisierung .
Wir betrachten zundchst einige Bilder von den erzeugten Grobgittersystemen. Hierzu siehe

Abbildung [2.5. Level 1 ist dabei weggelassen worden, da es sich lediglich uwmd das bekannte
Rechteckgitter handelt mit dem man startet.

Der Algorithmus selbst vergrabert das vorliegende System recht gut, dhnliche Gittergrofien und
Besetztheit wie beim geometrischen Mehrgitter werden erreicht.

Vergroberungsprozess

Level n | # Nichtnullel.(A)/n
1| 3969 4.9
21 1150 6.2
3| 340 6.4
4| 104 6.1
51 32 5.4
6| 11 4.6
7 4 3.0

Betrachten wir als Mehrgitterverfahren ein cg—Verfahren mit Mehrgittervorkonditionierung
(V11), so sehen wir, dass das AMG nicht so gut skaliert wie etwa ein geometrisches Mehr-
gitterverfahren.

Jacobi Gaufi—Seidel
n flops | # Iter. flops | # Iter.
225 | 3.010° 21 | 2.2.10° 13
961 || 1.9-10° 30 || 1.5-10° 19
3969 || 1.3-107 48| 9.2:106 28

Man kann dies noch deutlich verbessern. In [8] wird als Vor— und Nachglitter das symme-
trische Gaufi—Seidel-Verfahren verwendet. Es wird ausserdem vorgeschlagen, bei mehr als 2
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Leveln die Zahl der Glittungsschritte auf den groberen Gittern zu erhéhen. Die Grobgitter-
korrektur wird zusdtzlich mit einem Relaxationsparameter 1.8 versehen.

Sym. Gaufi—Seidel

n flops # Iter.
225 | 2.0-10° 9
961 || 1.2-106 12
3969 || 6.0-106 14
16129 || 3.0-107 17

Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

Beispiel 21 Wir betrachten
_52“@1 — Uyy = f

Konkret verwenden wir € = .1. Die Diskretisierung erfolgt mittels finiter Differenzen. Es wer-
den Randschichten der Grifle €|lne| beriicksichtigt. Bei der Vergréberung sieht man klar die
Bevorzugung in y—Richtung, was dem Problem wie auch der Konstruktion des AMG entspricht

(Abbildung (2.6)).

Die Vergroberung verhdlt sich wiederum dhnlich einem geometrischen Mehrgitterverfahren.

Vergroberungsprozess

Level n | # Nichtnullel.(A)/n
1| 12033 5.0
2| 3464 6.3
g 1005 6.5
4 296 6.3
5 88 5.9
6 26 5.0
7 8 3.5

Wir verwenden jetzt als Glitter nur noch das symmetrische Gaufs—Seidel-Verfahren. Auf Level
3 und grober verwenden wir zwei Vor— und Nachglittungsschritte statt einem. Die Grobgit-
terkorrektur wird mit einem Faktor 1.8 versehen.

Sym. Gaufi—Seidel

n flops # Iter.
705 || 1.6-10° 17
2945 || 9.9-106 23
120383 || 5.4-107 31

Auch hier ist ein befriedigendes Verhalten des AMG zu beobachten, wenn es hier auch nicht
ganz so gut skaliert wie im ersten Beispiel.

Die numerischen Beispiele zeigen, dass das Verfahren durchaus recht gute Werte liefert,
vorausgesetzt, man verwendet einen Relaxationsparameter fiir die Grobgitterkorrektur und
erhoht die Zahl der Gliattungsschritte auf den groberen Gittern. Dieses Verfahren ist dort
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einsetzbar, wo die zugrunde liegende Matrix keinerlei M—Matrix—Eigenschaft hat aber sym-
metrisch positiv definit ist. Vernachldssigt wurde bei den numerischen Beispielen die Zeit zur
Konstruktion des AMG. Hier ist die Zeit zur Konstruktion eher gering. Laut [8] ungeféhr mit
drei Schritten des vorkonditionierten cg—Verfahren vergleichbar.

2.5 Unvollst. Block—Eliminationstechniken als AMG

Wir gehen als letztes noch auf unvollstdndige Block—Eliminationstechniken zur Konstruktion
von AMGs ein. Aus Zeitgriinden muss auf eine detaillierte Beschreibung dieser Methoden hier
verzichtet werden. Eine nette Zusammenstellung dieser Methoden findet man z.B. in [35].
Idee hierbei ist, wie bereits in Abschnitt erwihnt, kann man einen Schritt eines exakten

Blockeliminationsschrittes als (exaktes) AMG interpretieren. D.h. eine Matrix ( iu jm >
21 A2

kann faktorisiert werden als

Ao I 0] A O I Ay Ar
An Ay T O Sy O I ’
wobei S99 = Aoy — A21A1_11A12 das Schur-Komplement ist. Mit P = (7141_}11412)7 R =

(—AglAil, I ) ist S99 = RAP und natiirlich konnte man z.B. das Verfahren von Ruge und
Stiitben anwenden um einmal eine Partionierung von A zu bekommen und zum anderen P, R
entsprechend auszudiinnen. Tatséchlich haben wir gesehen, dass man das AMG von Ruge
und Stiiben lesen kann als Partionierung der Ausgangsmatrix in der Form

< ArFr Arc )

Acr Acc

Dabei wird durch verschiedene Techniken (bis hin zur Neupartitionierung) der Teil Ar r
durch eine Diagonalmatrix Ar r ersetzt und Arc angepasst zu einer Matrix Arc. Dabei
bleiben die Zeilensummen konstant. Die Prolongationsmatrix ist anschlieflend ist

- -
P= < _Af,fA}',C ) _
1

Man kann natiirlich jetzt einen Schritt weitergehen und das Verschieben von Eintrégen in-
nerhalb von (flg 7, Af}(j) natiirlich als eigenstdndigen Prozess fiir die unvollstdndige Block—

Elimination ansehen.

Bei den auf unvollsténdigen (Block—) Dreieckszerlegungen beruhenden AMGs geht man etwas
differenzierter vor. Hierfiir gibt es mehrere Griinde. Zum einen muss man bei den Block—
Zerlegungen natiirlich noch die Behandlung des fithrenden Diagonalblocks diskutieren. Zum
anderen kann man durch schrittweises Vorgehen die Konstruktion des approximativen Schur—
Komplements préziser gestalten. Ein Beispiel ist die Erhaltung der Zeilensummen. Oft wird
versucht, die Zerlegung A = LDU exakt fiir gewisse Testvektoren zu halten. Siehe z.B. [12],36].
Solche Techniken erfordern nicht nur unvollstédndige Zerlegungen auf einem gewissen Muster,
sondern dariiber hinaus eine Adaption der Restmatrix (approximatives Schur-Komplement).
Ein bekanntes Verfahren, nédmlich die hierarchischen Basen [37], lassen sich als unvollstéindi-
ge Dereickszerlegungen interpretieren. Dabei werden im wesentlichen bei der Elimination
zunédchst die Unbekannten, die zum Feingitter gehoren, vorangestellt. Die bei der Elimi-
nation entstehende neuen Entrége (fill-in) in der Restmatrix werden nur zwischen Knoten
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des groberen Gitters und den Knoten des Feingitters zugelassen. Hierzu werden sogenannte
Vater—Knoten eingefiihrt. Dies sind Nachbarn von Feingitter—Punkten, die selbst zum groben
Gitter gehoren. Im Falle der Hierarchischen Basis in zwei Raumdimensionen und reguldrer
Verfeinerung (Viertelung eines Dreiecks durch Verbinden der Seitenmitten) sind das zu ei-
nem Feingitterpunkt immer die beiden benachbarten Grobgitterpunkte auf derselben Kante.
Genaueres siehe in [35]. Diese Beobachtung kann man natiirlich benutzen um algebraisch
Vaterknoten und fill-in-Muster zu konstruieren. Siehe z.B. [5, [33], 4].

Eine weitere Methode die auf unvollsténdiger Blockdreieckszerlegung beruht ist die in [28] 29]
vorgestellte Methode der approximative zyklischen Reduktion. Bei blocktridiagonale Matri-
zen kann man die Blocke so umordnen, dass zunéchst die Blocke mit ungeraden und dan
mit geraden Indizes genommen werden. Diese so partitionierte Matrix hat die Eigenschaft,
dass das Schur-Komplement, welches bei der Elimination der ungeraden Blocke entsteht, wie-
der blocktridiagonal ist. Diese Beobachtung kann man natiirlich verwenden um daraus eine
geiegnete unvollsténdige Dreieckszerlegung und algebraische Gitterhierarchie zu konstruieren.

Eine weitere Klasse von Algorithmen, die teilweise auf unvollstindigen (Block—) Eliminati-
onstechniken beruhen, bekommt man, wenn die Approximation des fithrenden Blocks Aﬁl in
der unvollstéindigen Blockdreieckszerlegung durch approximative Inverse ersetzt. Siehe z.B.
(11, 221 211 23].
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