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Kapitel 1

Einleitung

Jeder Schiiler lernt heutzutage, wie man die Nullstellen eines quadratischen Polynoms
unter Verwendung eines Wurzelausdrucks bestimmt. So ist etwa

die allgemeine Auflésungsformel zu 22 4 sz +p = 0, der normierten Form einer quadra-
tischen Gleichung.

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Verallgemeinerung dieses Problems. Gege-
ben sei ein Polynom f aus Q[z]. Es wird ein Algorithmus und dessen Implementation
vorgestellt, der die Nullstellen von f mit Hilfe von Wurzelausdriicken angibt, falls dies
moglich ist. Wie fiir quadratische Polynome, erhélt man dabei Ausdriicke der Form

QI+ {/QQ"‘Q:&W‘*“"@: inQ,n,TFL,TE]N.

Diese Darstellung durch Radikale gibt an, wie man die Losungen von f(z) = 0 durch
Anwenden der vier Grundrechenarten und Wurzelziehen aus den Koeffizienten von f
ermittelt. Insbesondere wird untersucht, wie praktikabel die Bestimmung einer Radikal-
darstellung mittels Computern zur Zeit ist.

Die Grundidee des Algorithmus geht auf Evariste Galois (1811-1832) zuriick [13].
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1.1 Zur Geschichte des Auflosens von Polynomglei-
chungen

Schon die Babylonier 16sten um 1700 v. Chr. quadratische Gleichungen durch Anwenden
der vier Grundrechenarten und einmaliges Wurzelziehen. Eine ausfiihrliche Darstellung
der Rechenmethoden, die auf den Ergebnissen von NEUGEBAUER [25| basiert, findet
sich im Buch von EDWARDS [11]. Als damalige Standardform des Problems waren zwei
Zahlen zu finden, deren Produkt und Summe man kannte. Dies ist die Frage nach der
Losung des Gleichungssystems = 4+ y = s und zy = p, fiir bekannte Zahlen s und p.
Wie man leicht durch Einsetzen verifiziert, sind die gesuchten Zahlen gerade die beiden
Losungen der quadratischen Gleichung 22 —sz+p = 0. Die Babylonier 16sten das Problem
nach folgendem Schema:

Halbiere s.
Quadriere das Ergebnis.
Subtrahiere davon p.

Ziehe die Wurzel aus der Differenz.

A e

Addiere die Hélfte von s; dies ist die erste der gesuchten Zahlen und die andere
ist s weniger der ersten.

In Formelschreibweise erhilt man daraus

S 5\ 2
T ==+ <§> —p und y=s—ux,

was der einleitend angegebenen Losungsformel entspricht.

Bis zur Entdeckung von Losungsformeln fiir allgemeine Gleichungen dritten und vier-
ten Grades vergingen mehr als 3000 Jahre. Sie wurden im 16. Jahrhundert von euro-
péischen Mathematikern hergeleitet. Laut STROTH [31] entwickelte Scipione del Ferro
(1465-1526) als erster Losungsformeln fiir kubische Gleichungen. Veréffentlicht wurden
solche aber erst von Girolamo Cardano (1501-1576), dessen Ansatz auf Niccolo Tartag-
lia (1499-1557) zuriickgeht, in seinem Werk Ars Magna. Fiir 2® + pz + ¢ = 0 erhilt man

demnach
x—\/——ﬂ/ﬁnt +\/———\/§+—

An derselben Stelle wurden auch die von Ludovico Ferrari (1522-1565) erdachten For-
meln zum Losen biquadratischer Gleichungen nledergeschrleben Aufgrund ihrer kom-
plexen Struktur wird hier nicht ndher auf deren Gestalt eingegangen. Eine Angabe der
Formeln befindet sich aber im Hauptteil dieser Arbeit als Satz 4.1.3.
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Im Jahre 1824 bewies Niels Henrik Abel (1802-1829), dass algebraische Auflésungsfor-
meln, die Wurzelausdriicke in den Koeffizienten sind, fiir allgemeine Polynome hohe-
rer Grade nicht existieren [1]. Unbeantwortet blieb die Frage, welche Polynome durch
Wurzeln darstellbare Nullstellen besitzen. Dazu brachten die Ideen von Evariste Galois
(1811-1832) den Durchbruch [13]. Er iibertrug das Problem der Auflésbarkeit durch Ra-
dikale von der Korper- in die Gruppentheorie. Anstatt direkt den Erweiterungskorper, in
dem alle Nullstellen des gegebenen Polynoms liegen, zu betrachten, untersuchte Galois
die heute nach ihm benannte Automorphismengruppe des Korpers. Das urspriingliche
Problem findet dabei sein Aquivalent in der Frage, ob diese Gruppe auflosbar ist. Galois
fiihrte seinen Beweis konstruktiv und zeigte daher gleichzeitig eine Moglichkeit auf, eine
Darstellung der Nullstellen durch Wurzelausdriicke zu bestimmen.

Basierend auf den Methoden von Galois wurden seither immer wieder Nullstellen einzel-
ner Polynome ermittelt. So vollendete im Jahre 1894 Johann Gustav Hermes (1846-1912)
seine zwolfjahrigen Bemiithungen eine 65 537-te primitive Einheitswurzel mit Zirkel und
Lineal zu konstruieren [15], was einer Darstellung durch Quadratwurzeln gleichkommyt.
Aufgrund der Komplexitit der notwendigen Berechnungen lag jedoch kein praktikabler
Losungsweg fiir beliebige Polynome vor. Deshalb bemiihte man sich, verbesserte Metho-
den zu entwickeln. Wahrend sich der algorithmische Ansatz seit Galois nicht grundsétz-
lich gedndert hat, gibt es fiir die anfallenden Berechnungen inzwischen schnellere Vor-
gehensweisen. Auch Untersuchungen zu Komplexititsabschitzungen waren erfolgreich.
Im Jahre 1985 erbrachten LANDAU und MILLER [22]| den Beweis, dass ein Algorithmus
mit polynomialer Laufzeit existiert, der die Auflésbarkeit einer Polynomgleichung durch
Radikale iiberpriift. Solche Fortschritte motivierten und ermdoglichten die vorliegende
Arbeit.

Ein weiterer Aspekt besteht darin, nicht nach irgendeinem Wurzelausdruck fiir die Null-
stelle eines Polynoms zu suchen, sondern nach einem moglichst einfachen. Wege, einen
solchen zu ermitteln, beziehungsweise einen gegebenen Ausdruck zu vereinfachen, wur-
den von LANDAU in [21] und, darauf aufbauend, von HORNG und HUANG in [16] unter-
sucht.

Neben der Darstellung durch Radikale wurden andere Moglichkeiten gefunden, die Null-
stellen eines Polynoms anzugeben. Allen voran ist die numerische Ndherungslosung zu
nennen, welche beispielsweise mit dem Newton-Verfahren bestimmt werden kann (siehe
z.B. [27]). So werden angendherte Werte der Nullstellen eines Polynoms auch bei be-
stimmten Methoden zur Berechnung der Galoisgruppe verwendet (siehe [30]). Des Wei-
teren ist die Angabe allgemeiner Losungformeln fiir Polynome durchaus méglich, wenn
man sich nicht auf algebraische Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und Wurzelziehen) beschriankt, sondern Funktionen, die mittels Potenzreihen
gebildet werden, in die Formeln einbezieht. So gelang es UMEMURA, die Wurzeln eines
beliebigen Polynoms durch Thetafunktionen auszudriicken (vgl. [35]).
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1.2 Ein Uberblick des Algorithmus

Mittelpunkt dieser Arbeit ist der Algorithmus in Kapitel 5. Dieser wird im Folgenden
kurz erldutert. Details und Definitionen der benutzten Begriffe werden in den spéteren
Kapiteln vorgestellt.

Es wird ein normiertes und irreduzibles Polynom f aus Q[z] vom Grad n betrachtet.
Gesucht ist eine Radikaldarstellung der Wurzeln von f. Es gilt also Elemente a4, ..., a,
zu finden, die f(z) = (x — aq) -+ - (r — «,) erfiillen, und diese etwa in der Form

q1 + Q/Q2+QSTC/@++\T/Q_5> QieQanam7r€IN

darzustellen. Eine Darstellung der Nullstellen des Polynoms % + 2% — 2% — 222 + 2 + 1
ist beispielsweise durch —%\/ -3+ é\g’/ 108 + 124/ —3 gegeben.

Die grundlegende Idee zur algorithmischen Bearbeitung dieser Aufgabe wird durch fol-
gende Anweisungen vermittelt:

Zunéchst wird gepriift, ob die Galoisgruppe Gy von f auflosbar ist. Sollte dies nicht der
Fall sein, so existiert nach Galois keine Darstellung der Nullstellen mittels Radikale und
der Algorithmus bricht hier ab. Anderenfalls wird eine Kompositionsreihe

Gr=G >G> >G>Gry = {1}

von Gy berechnet. Als néchstes wird der Zerfallungskorper Qs von f konstruiert und
als einfache Erweiterung Qf = Q(v) dargestellt. Nach dem Hauptsatz der Galoistheo-
rie besteht eine Korrespondenz zwischen den Untergruppen der Galoisgruppe und den
Zwischenkorpern des Zerfallungskorpers. Dies wird genutzt, um eine Korperkette

Q:K1CK2C"'CKTCKT+1:QJ0

zu ermitteln, die zur berechneten Kompositionsreihe korrespondiert. Es ist K; jeweils
der Fixkérper Fixq,(G;) zu G;. Da von Q; das primitive Element v bekannt ist, konnen
auch die Glieder der Korperkette als einfache Erweiterungen K;,; = K;(/3;) bestimmt
werden. Im Weiteren bezeichnet h das Produkt der Primfaktoren, die in der Ordnung
der Galoisgruppe auftauchen. Durch Adjunktion einer primitiven h-ten Einheitswurzel
¢, werden die Korper K; = K;((},) gebildet. Zu jedem Primteiler p der Gruppenordnung
liegt somit die p-te Einheitswurzel vor. Dann kénnen die Erweiterungen [?Z-H / K; vom
Grad p; durch Adjunktion einer pi-ten Wurzel erzeugt werden. Es wird also fiir jedes
i € {1,...,r} ein Element a; € K; mit K;;; = K;( %/a;) berechnet. Es ergibt sich fiir
Q; die Q-Basis {¢] r/ar; ... w/a, | 0 < j < ¢(h),0 < e; < p;}. Beziiglich dieser Basis
gilt es als letzten Schritt, die Darstellung der Nullstellen von f zu finden. Dazu ist fiir
jede Nullstelle ein lineares Gleichungssystem zu 16sen.
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Die Strukturierung von Kapitel 5 wie auch die Implementation [10] richtet sich daher
nach folgendem Schema:

1. Untersuche die Galoisgruppe Gy von f auf Auflosbarkeit.

e Ist Gt nicht auflésbar = Abbruch
2. Konstruiere den Zerfallungskorper Qs = Q(v) von f.
3. Berechne eine Kompositionsreihe Gy = G1 > Go > -+ - > G, > G,yq = {1}.

4. Bestimme eine zur Kompositionsreihe korrespondierende Korperkette
Q =KiCKyC---CK,C Kr—i—l = Qf mit K; = FIXQf(Gl)

5. Bilde K; = K;(Cp), wobei h das Produkt der in |G| vorkommenden Primfaktoren
und ¢}, eine primitive h-te Einheitswurzel sind.

6. Berechne Elemente a; € K; mit I?Hl = I?Z( ®%/a;) und p; = [I?Hl : I?Z]
7. Finde zur Q-Basis {QJL /a1 ... %/a, | 0 < j < h,0 < e < p;} von Q die
Darstellung der Nullstellen oy, ..., o, von f.

1.3 Gliederung der Arbeit

Nachdem eine Ubersicht des Algorithmus vorliegt, werden die Inhalte der einzelnen
Kapitel vorgestellt und deren Relevanz fiir diese Arbeit, insbesondere die Verkniipfungen
mit dem Algorithmus, erlautert.

Kapitel 2 enthélt einige Grundlagen der Gruppentheorie. Es werden transitive Permu-
tationsgruppen betrachtet, die als Galoisgruppen der zu untersuchenden Polynome auf-
treten. Von speziellem Interesse sind dabei die auflésbaren Gruppen.

Kapitel 3 beinhaltet Ergebnisse der Korper- und Galoistheorie. Es wird gezeigt, wie
man ein primitives Element einer algebraischen Korpererweiterung finden kann. Weiter
werden Eigenschaften der Zerfiallungskorper von Polynomen betrachtet. Insbesondere
sind solche Kérper normal. Jede Galoisgruppe einer endlichen Korpererweiterung lasst
sich als Permutationsgruppe auf den Nullstellen eines Polynoms darstellen. Es werden
Kriterien fiir die Zugehorigkeit einer Permutation zur Galoisgruppe gegeben. Galoissche
Korpererweiterungen werden auf ihre Struktur untersucht. Der Hauptsatz der Galois-
theorie beschreibt eine Korrespondenz zwischen den Zwischenkérpern einer Erweiterung
und den Untergruppen der zugehorigen Galoisgruppe.

In Kapitel 4 erfolgt eine eingehende Diskussion des Radikalbegriffs. Zunéchst wird defi-
niert, was ein Radikal ist. Radikalerweiterungen lassen sich auf eine Kette von zyklischen
Korpererweiterungen zuriickfithren. Dazu wird die Lagrangesche Resolvente bendtigt.
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Dabei treten primitive Einheitswurzeln auf, weshalb auch Kreisteilungskorper betrach-
tet werden. Es wird auf Probleme bei der Deutung einer Radikaldarstellung eingegangen
und der Begriff des irreduziblen Radikals eingefiihrt. Fiir Einheitswurzeln existieren Dar-
stellungen durch irreduzible Radikale. Fiir einige kleine Primzahlen wird eine solche an-
gegeben. Eine Radikaldarstellung existiert genau fiir die Nullstellen von Polynomen mit
auflésbarer Galoisgruppe. Fiir Polynome der Grade 3 und 4 werden Auflésungsformeln
angegeben.

Kapitel 5 présentiert den Ablauf des Algorithmus zur algebraischen Nullstellenberech-
nung eines rationalen Polynoms im Detail.

In Kapitel 6 wird genauer auf die technischen Details der Implementation des Algorith-
mus mittels des Programmpakets GAP [32] eingegangen. Es werden die Schwachstellen
der Implementation angesprochen und die Laufzeiten von Testldufen kommentiert.

Im Kapitel 7 werden die einzelnen Schritte des Algorithmus an drei ausfiihrlichen Bei-
spielen verdeutlicht.

1.4 Danksagungen

Ich danke meiner Betreuerin Prof. Dr. Bettina Eick. Sie machte mich durch den Hinweis
auf [22] mit dem Thema bekannt und unterstiitzte mich bei meiner Arbeit in allen
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Ich bedanke mich bei Dr Jiirgen Kliiners fiir zwei interessante Gespriche und die Uber-
mittlung einer Vorabversion von [4].

Thomas Hennecke danke ich fiir das intensive Korrekturlesen einer friitheren Version der
Arbeit und Christian Sievers fiir seine unschéitzbare Hilfe bei meinen zahllosen Compu-
terproblemen.

Immer wieder eine Antwort auf meine Unsicherheiten beim Layout und auf Formulie-
rungsprobleme fanden Bjorn Afmann, Heiko Dietrich und Dorte Feichtenschlager, denen
ich dafiir herzlich Dank sage.



Kapitel 2

Gruppen

Von grundlegender Bedeutung fiir diese Arbeit sind die Theorien iiber Gruppen und
Korper sowie deren Verkniipfung in der Galoistheorie. Fiir nachfolgende Kapitel relevan-
tes Wissen aus dem ersten Bereich ist in diesem Kapitel zusammengestellt. Elementare
Begriffe und Eigenschaften werden allerdings vorausgesetzt. Fiir weitere Informationen
wird auf die Biicher von HUPPERT [19], ROBINSON [26] und VAN DER WAERDEN |[34]
verwiesen.

2.1 Transitive Permutationsgruppen

Um dem Leser die verwendete Notation nahe zu bringen, werden grundlegende Begriffe
zu Permutationsgruppen definiert. Dies sind Gruppen, die aus bijektiven Abbildungen
einer Menge auf sich selbst bestehen. Es bezeichne G in diesem Abschnitt eine endliche
Permutationsgruppe.

2.1.1 Definition: Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Sei x € M.

1. Bs wird 2% = {29 | g € G}, die Menge der Bilder von z unter der Operation von
G, als Bahn von x unter GG bezeichnet.

2. Der Stabilisator von x in G ist Stabg(z) = {g € G | 29 = z}.
Aus der Definition ist ersichtlich, dass der Stabilisator stets eine Untergruppe von G ist.

2.1.2 Bemerkung: Fiir eine Teilmenge X C M setzt man entsprechend obiger Defi-
nition Stabg(X) ={g € G| X9 = X}, wobei X9 = {29 | x € X} die Menge aller Bilder
von Elementen aus X unter der Wirkung von g ist.
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2.1.3 Definition: Eine Gruppe G operiert transitiv auf einer Menge M, wenn die Bahn
jedes Elements ganz M ist.

Es reicht sogar die Existenz eines Elementes mit ganz M als Bahn, damit die Operation
transitiv ist. Anders ausgedriickt bedeutet Transitivitit, dass zu je zwei Elementen x,y €
M mindestens ein Gruppenelement g existiert, fiir das x9 = y ist.

2.1.4 Lemma: Sei U eine Untergruppe von G. Operiert U transitiv auf einer Menge
M, so operiert auch G transitiv auf M.

Beweis: Sei x € M. Nach Voraussetzung ist ¥ = M. Aus U < @G folgt 2V C 2¢. Also
ist x¢ = M und G daher transitiv. O

2.1.5 Lemma: Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Sei x € M. Dann gilt
|z¢| = [G : Stabg(x)] und |2€] | |G|.

Beweis: Man betrachte die Abbildung
¢ : Stabg(x)\G — 2%, Stabg(z)g — 2.

Fir s € Stabg(z) gilt 9 = (2°)¢ = 29. Daher ist ¢ wohldefiniert. Nun wird gezeigt,
dass ¢ bijektiv ist. Da die Surjektivitdt offensichtlich ist, bleibt noch die Injektivitit
zu beweisen. Mit 29 = 2" gilt auch 29" = z und somit gh~' € Stabg(z). Also folgt
Stabg(z)g = Stabg(x)h und damit die Injektivitdt. Aus der Bijektivitidt von ¢ ergibt
sich sofort |#¢| = [G : Stabg(z)] und daraus |z%| | |G|. O

2.1.6 Beispiel: Zu den kleinsten Untergruppen der symmetrischen Gruppe S,, die
transitiv auf {1,...,n} operieren, gehort die zyklische Gruppe ((1...n)). Diese wie
auch ihre Konjugierten haben n als Ordnung, was nach Lemma 2.1.5 minimal ist fiir
eine Gruppe, die transitiv auf einer n-elementigen Menge operiert.

Es wird haufiger der Fall auftauchen, dass auf Elementen aus M durch Permutieren der
Indizes operiert wird. Man kann die Operation dann ebenso gut als deren Wirkung auf
{1,...,n} betrachten. Beispielsweise geht af {iber in a;o.

2.2 Auflosbare Gruppen

Eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt die Eigenschaft einer Gruppe auflosbar zu
sein. Dies ist eine Struktureigenschaft, die mit den auftretenden Normalteilern zusam-
menhangt.

Unter anderem wird eine Klassifizierung der auflosbaren, transitiven Permutationsgrup-
pen angestrebt. Es wird auf der Menge {1,...,n} operiert, so dass die betrachteten
Gruppen stets endlich sind.
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Vorweg sei an ein zentrales Lemma der Gruppentheorie erinnert.

2.2.1 Lemma: Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen Gruppen. Dann ist
0 : G/Kern(p) — Bild(y), gKern(p) — g% ein Isomorphismus.

Beweis: siehe |26, 1.4.3] O

2.2.2 Definition: Eine Gruppe G heifst einfach, wenn sie aufser sich selbst und der
trivialen Gruppe keinen Normalteiler besitzt.

2.2.3 Beispiel:

e Jede Gruppe von Primzahlordnung ist einfach, da die einzige echte Untergruppe
die triviale Gruppe ist.

e Die alternierende Gruppe A, ist einfach fiir n > 5. Ein Beweis hierzu findet sich
als §55 in [34].

Um beliebige Gruppen auf einfache zuriickzufiihren, werden ausgewéhlte Teile des Un-
tergruppenverbandes betrachtet.

2.2.4 Definition: Es sei G eine endliche Gruppe.
1. Eine Reihe von Untergruppen,

G=Gy,>G>--->G, ={1},

heiltt Subnormalreihe, wenn fiir ¢ = 1,...,r stets GG; Normalteiler in G;_; ist.
Dabei wird r als Linge der Reihe bezeichnet. Es heifen G;_1/G; fir i = 1,...,r
die Faktoren der Reihe.

2. Zwei Subnormalreihen von G heifsen isomorph, wenn alle Faktoren der einen Reihe
in irgendeiner Reihenfolge den Faktoren der zweiten Reihe isomorph sind.

Y

2.2.5 Beispiel: In einer zyklischen Gruppe Cg = (g) der Ordnung 6 sind die beiden
Subnormalreihen (g) > (¢g?) > {1} und (g) > (¢®) > {1} isomorph, denn es ist jeweils
ein Faktor isomorph zur C5 und einer zur C5. Um dies zu zeigen wende man Lemma
2.2.1 auf die beiden Endomorphismen z +— z? und = — z* von (g) an.

Subnormalreihen lassen sich durch Einfiigen weiterer Glieder verfeinern. Hierbei kann
dieselbe Untergruppe durchaus wiederholt auftreten. Je feiner eine Subnormalreihe ist,
desto mehr Riickschliisse auf die Gruppenstruktur ermdglicht sie. Wiederholungen brin-
gen natiirlich keine neuen Informationen.

2.2.6 Definition: Sei G eine Gruppe. Eine Subnormalreihe G = Gy > --- > G, = {1}
von G, deren Faktoren simtlich einfach sind, heilst Kompositionsreihe.

Eine Kompositionsreihe ist also eine Subnormalreihe ohne Wiederholungen, die sich ohne
Wiederholungen nicht mehr verfeinern lésst.
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2.2.7 Satz: (Satz von JORDAN und HOLDER)
Je zwei Kompositionsreihen einer Gruppe G sind isomorph.

Beweis: siehe §51 in [34] O

Damit ist der Isomorphietyp einer Kompositionsreihe von G eine Invariante und eignet
sich, dhnlich wie die Ordnung, um eine Klassifizierung endlicher Gruppen vorzuneh-
men. Betrachtet wird im Weiteren aber nur eine weniger detaillierte Unterteilung: Jede
Gruppe ist entweder auflosbar oder nicht auflésbar im Sinne der folgenden Definition.

2.2.8 Definition: Eine endliche Gruppe G heilt auflisbar, falls eine Kompositionsreihe
G=Gy>G >-->G, ={1},
existiert, deren Faktoren G;_1/G; fiir i = 1, ..., r Primzahlordnung haben.

Es sind viele dquivalente Charakterisierungen der Auflésbarkeit bekannt. Dass die Kom-
mutatorreihe bei der trivialen Gruppe ankommt und dass eine Normalreihe mit abel-
schen Faktoren existiert, sind zwei der gebréuchlichsten. Innerhalb dieser Arbeit findet
jedoch nur Definition 2.2.8 Verwendung. Sie besagt noch nicht, dass man aus einer belie-
bigen Kompositionsreihe einer Gruppe auf deren Auflésbarkeit schliefen kann. Da aber
nur der Isomorphietyp der Kompositionsreihe in der Definition eine Rolle spielt, ergibt
sich das nichste Lemma.

2.2.9 Lemma: Sei G eine auflisbare Gruppe. Dann haben alle Faktoren einer beliebi-
gen Kompositionsreihe von G Primzahlordnunyg.

Beweis: Nach Voraussetzung besitzt G eine Kompositionsreihe, deren Faktoren simt-
lich Primzahlordnung haben. Aus der Isomorphie zweier Kompositionsreihen derselben
Gruppe (Satz 2.2.7) folgt die Behauptung. O

2.2.10 Beispiel:
e Jede Gruppe G, die selbst schon Primzahlordnung hat, ist auflésbar mit der Kom-
positionsreihe G > {1}.
e Fiir die S; ist die Reihe S3 > As > {1} eine Kompositionsreihe und fiir die Sy die
Reihe Sy> Ay > V> {(), (12)(34)} > {1}.
Mit dem Beispiel als konstruktiven Beweis ergibt sich folgender Satz.

2.2.11 Satz: Firn < 4 ist die symmetrische Gruppe S,, auflosbar.

Es muss nicht jede Gruppe einzeln auf ihre Auflosbarkeit iiberpriift werden, wie man
dem néachsten Lemma entnimmt:

2.2.12 Satz: Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann gelten:
1. Jede Untergruppe U von G ist selbst auflosbar.
2. Ist N ein Normalteiler von G, so ist die Faktorgruppe G /N auflosbar.
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Beweis: Gegeben sei eine Kompositionsreihe wie in Definition 2.2.8. Durch Schneiden
jeder Gruppe der Reihe mit U entsteht

U=Uy>U>--->U, = {1} (2.1)

als Reihe von Untergruppen von U. Nun werden die Faktoren in (2.1) untersucht. Wen-
det man auf den Monomorphismus ¢ : U;_1/U; — G;_1/G;, zU; — xG; Lemma 2.2.1
an, ergibt sich, dass der Faktor U;_;/U; isomorph zu einer Untergruppe von G;_1/G;
ist. Damit ist U;_1/U; trivial oder zyklisch von Primzahlordnung. Nach Entfernen der
Wiederholungen aus (2.1) erhélt man daher eine Kompositionsreihe von U, deren Fak-
toren samtlich Primzahlordnung besitzen. Somit ist U auflosbar und der erste Teil der
Behauptung bewiesen.

Ist N ein Normalteiler von G, kann die Reihe G > N > {1} zu einer Kompositionsreihe
G =Gy>Gi>--->G, = {1} verfeinert werden. Es bezeichne k den Index mit N = Gj,.
Dann ist

G/N = Go/N>Gi/N > > Gy/N = {1} (2.2)

eine Kompositionsreihe von G/N. Denn fiir ¢;N € G;/N sowie g1 N € G;.1/N ist
i N9 = gfjrlN ein Element aus G;1/N. Weiterhin sind die Ordnungen der Faktor-
gruppen von (2.2) Primzahlen, da

_ |GyNI _ |Gil/INT |G
|Gii/N| |Gl /IN| [Giga]

(Gi/N)/(Gig1/N)] = Gi/Ginl,

gilt. Damit ist die Auflosbarkeit von G /N gezeigt. O

Dieses Lemma erleichtert die Einteilung in auflosbare und nicht aufléosbare Gruppen. So
lasst sich Satz 2.2.11 um die beiden folgenden Aussagen erweitern.

2.2.13 Folgerung: Fiirn < 4 besteht der Untergruppenverband der S, aus aufldosbaren
Gruppen.

2.2.14 Satz: Firn > 5 ist die symmetrische Gruppe S, nicht auflésbar.

Beweis: Nach Beispiel 2.2.3 ist die A,, einfach fiir n > 5. Sie hat aber keine Primzahlord-
nung, weshalb sie nicht auflésbar ist. Mit der Kontraposition des ersten Teils von Satz
2.2.12 folgt die Behauptung. 0J

Eine weitere Moglichkeit eine Gruppe als auflosbar zu identifizieren, besteht, wenn eine
stiarkere Eigenschaft der Gruppe bereits bekannt ist. Am Rande erwihnt sei, dass jede
nilpotente Gruppe auflésbar ist. Hier wird etwas weniger gezeigt und benutzt.

2.2.15 Lemma: Jede abelsche Gruppe G ist auflosbar.
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Beweis: Es sei G = Go> G >+ --> Gy = {1} eine Kompositionsreihe von G. Dann sind
die Faktoren G;/G;.; per Definition einfach. Auferdem sind sie abelsch, weil G nach
Voraussetzung abelsch ist. Da jede Untergruppe einer abelschen Gruppe gleichzeitig ein
Normalteiler ist, wird eine einfache, abelsche Gruppe von jedem nicht-trivialen Element
erzeugt. Die Faktoren G,;/G,y; sind daher zyklische Gruppen von Primzahlordnung.
Somit ist G’ nach Definition 2.2.8 auflosbar. U

2.3 Primitive und imprimitive Gruppen

In diesem Abschnitt wird die Struktur von transitiven Permutationsgruppen genauer
untersucht. Daraus gewonnene Erkenntnisse werden fiir auflosbare, transitive Unter-
gruppen der S, verwendet.

Es sei G stets eine Gruppe, die transitiv auf der Menge M operiere.

2.3.1 Definition: Sei () # B C M.
1. B heikt Block von G, falls BN BY = B oder BN BY = () fiir alle g € G gilt.
2. Einelementige Teilmengen von M sowie M selbst sind triviale Bldicke von G.
3. Ist B ein Block von G so wird die Menge {BY | g € G} als Blocksystem bezeichnet.

2.3.2 Bemerkung: Jedes Blocksystem von G besteht aus Blocken gleicher Méchtigkeit
und bildet eine Partition von M.

Von den auftretenden Blocksystemen kann man auf Untergruppen von G schliefen. So
erhédlt man Informationen zur Struktur der Gruppe.

2.3.3 Satz: Fiir jedes x € M existiert eine Bijektion zwischen den Blocken von G, in
denen x liegt, und der Menge der Untergruppen von G, die Stabg(x) enthalten. Dabei
wird der Block B auf die Untergruppe Stabg(B) abgebildet und das Urbild der Unter-
gruppe U ist der Block xV.

Beweis: Man betrachte die Abbildung

¢ :{Bist Block von G |z € B} — {U <G | Stabg(z) < U},
B — Stabg(B).

Sei B ein Block mit x € B. Fiir ¢ € Stabg(z) folgt B N B # (), also BY = B.
Mithin gilt g € Stabg(B) und ¢ ist wohldefiniert. Nun wird gezeigt, dass ¢ bijektiv ist.
Zuniichst sei BY = BY. Fiir g € G ist dann g € Stabg(B;) = Stabe(B,) dquivalent
zu 29 € By, By. Da G transitiv operiert, muss schon B; = By gelten. Sei nun U eine
Untergruppe mit Stabg(x) < U. Dann bildet 2V einen Block von G, der unter ¢ zuriick
auf U abgebildet wird. Ist néimlich 2V N (V)9 # 0 fiir ein g € G, so folgt z** = (z“2)9.
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Also ist upgu; ' € Stabg(r) < U, was zu g € U fiihrt und gleichsam U = Stabg(zV)
zeigt. 0J

2.3.4 Definition:
1. Ist jeder Block von G trivial, so heilst G primitiv.
2. G heifst imprimitiv, wenn G nicht primitiv ist.

2.3.5 Folgerung: Die Gruppe G ist genau dann primitiv, wenn der Stabilisator Stabg(x)
fiir jedes x € M eine maximale Untergruppe von G ist.

Beweis: Dies folgt aus Satz 2.3.3, nach dem zu jeder Gruppe zwischen Stabg(x) und G
ein nicht trivialer Block korrespondiert. 0

2.3.6 Beispiel: Jede Gruppe G mit Primzahlgrad ist primitiv, da ein nicht-triviales
Blocksystem nach Bemerkung 2.3.2 eine Faktorisierung des Grades bedeuten wiirde.

2.4 Zur Konstruktion maximal auflésbarer Untergrup-
pen der symmetrischen Gruppe

Die transitiven Untergruppen der symmetrischen Gruppen sind bis zum Grad 31 von
HULPKE [17] klassifiziert worden. Die Untergruppen werden dabei in Klassen von zu-
einander konjugierten Gruppen eingeteilt. Hier interessieren vor allem die auflosbaren,
transitiven Untergruppen.

2.4.1 Bemerkung: Dass nach Lemma 2.2.15 die abelsche Gruppe C,, = ((1...n)) eine
auflésbare Untergruppe der S, ist, stellt fiir beliebigen Grad die Existenz auflosbarer,
transitiver Gruppen sicher.

Zur Konstruktion der maximal auflésbaren Untergruppen der S,, werden primitive und
imprimitive Gruppen getrennt betrachtet. Im Folgenden zunéchst die primitiven.

2.4.2 Definition: Es sei G = N x K mit N = F? und K = GL(d,p). Dann ist G die
affine Gruppe von ]FZ.

Die affine Gruppe operiert auf den p¢ Elementen von szl. Das erlaubt es von der affinen
Gruppe als Untergruppe der Sy« zu sprechen.

2.4.3 Satz: Es sei G < Sy eine auflosbare und primitive Gruppe. Dann ist G einer
Untergruppe der affinen Gruppe vom Grad p® dhnlich.

Beweis: siehe |26, 7.2.7| O

Primitive Gruppen konnen also nur auflésbar sein, wenn ihr Grad eine Primzahlpotenz
ist.
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Fiir eine vollstdndige Betrachtung miissen als néchstes die imprimitiven Gruppen un-
tersucht werden.

2.4.4 Definition: Seien N und H zwei Gruppen und « : H — S fiir ein [ € IN. Dann
ist

NUH=N'xH={(ny,...,n;h) |ny,....,ny € N h€ H}
das Kranzprodukt von H mit N. Dabei ist die Multiplikation in N ¢ H definiert durch

(n1,...,ni;h)(my,...,mg;g) = (namax, ..., ngyge; hg) mit © = (h=1)%.

2.4.5 Satz: FEs sei G < S, eine mazximal imprimitive Gruppe mit dem Blocksystem
B = {Bi,...,Bn} und |Bi| = -+ = |Bn| = d. Dann ist G eindeutig bestimmt und
isomorph zu Sy Sy,.

Beweis: Auf jeder Menge B; von B operiert die symmetrische Gruppe S; als Permu-
tationsgruppe. Daher operiert K = Sy(By) X -+ X Sg(B,,) dergestalt auf {1,... ,n},
dass jedes B; als Menge invariant ist. Sicherlich ist K die maximale Gruppe mit dieser
Eigenschaft. Weiterhin kann G die Blocke By, ..., B,, permutieren. Wenn G mit dieser
Eigenschaft wiederum maximal ist, dann operiert G als symmetrische Gruppe S,, auf
3. Also ist GG isomorph zum Kranzprodukt Sy .S,,. O

2.4.6 Satz: Fs sei G < S, eine mazimal auflésbare und imprimitive Gruppe mit dem

Blocksystem B = {By,...,By} und |By| = -+ = |Bn| = d. Dann ist G isomorph zu
N UH, wobei N < S; und H < S, sind, so dass N und H maximal auflésbar und
transitiv sind.

Beweis: Nach Satz 2.4.5 existiert eine eindeutig bestimmte maximal imprimitive Gruppe
Gmax zu dem Blocksystem ‘B, die man mit S' xS, identifizieren kann. Daher ist G eine
Untergruppe von Gpn,x, und man kann die Projektionen ¢ : G — S7' und ¢ : G — S,
betrachten. Es sind K = G? und H = G auflésbar nach Satz 2.2.12, und sicher ist
G < K x H. Da K x H wieder auflosbar und G maximal mit dieser Eigenschaft ist, gilt
sogar die Gleichheit. Aus demselben Grund sind auch K und H maximal auflésbar in
Sy beziehungsweise S,,.

Wegen der Gleichheit G = K x H gilt insbesondere K < G. Daher sind in K genau die
Elemente aus G, die nur innerhalb der einzelnen Blocke von 8 permutieren. Also lisst
sich jedes Element g € K eindeutig als g; - - - ¢,,, mit g; € Sym(B;) = S, schreiben. Somit
ist K < Ny X --- X Ny, wobei NN; das Bild der Einschrankung K — Sym(B;), g — 1B
ist. Die V; und auch ihr Produkt sind auflosbar, so dass aus der Maximalitdt von K
schon K = N; x --- x N, folgt.

Da G transitiv auf {1,...,n} operiert, gilt dies auch fiir die Operation auf 8. Also ist H
eine transitive Untergruppe der S,,,. Man findet somit zu jedem Paar i,j € {1,...,m}
ein h € H mit B! = B;. Fiir dieses h folgt N/ < N; und ebenso N; < Nihfl. Daher sind
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siamtliche V;;1 < i < m in G dquivalent und man kann eine dquivalente Untergruppe
N < S; wahlen, so dass K = N™ ist. Wie oben folgt aus der Maximalitdt von K, dass
auch N maximal auflosbar sein muss.

Es bleibt die Transitivitdt von N zu zeigen. Da G transitiv ist, existiert zu i, 7 € B ein
g € G mit i9 = j. Schreibt man g als kh mit k € K und h € H, dann gilt schon i* = j,
weil H nur die Blocke permutiert. Weiter folgt auch fiir die Einschrénkung k; = kip,,
dass i** = j ist. Das zeigt, dass N; und somit N transitiv sind.

Da die gewihlten Gruppen N und H die gewiinschten Eigenschaften haben und insbe-
sondere G = N H gilt, ist die Behauptung gezeigt. 0

Die primitiven der maximal auflsbaren, transitiven Gruppen konnen nach einem Al-
gorithmus von EICK und HOFLING [12] berechnet werden. Wesentlich dafiir ist Satz
2.4.3. Zusammen mit Satz 2.4.6 erhalt man per Induktion iiber den Grad alle maximal
auflosbaren der transitiven Gruppen.

Die folgenden beiden Beispiele sollen einen Eindruck vermitteln, wie sich die auflésbaren
in alle transitiven Untergruppen einfiigen.

2.4.7 Beispiel: (vgl. Abbildung 2.1)

Die symmetrische Gruppe vom Grad 5 hat 20 transitive Untergruppen, die sich auf 5
Konjugiertenklassen verteilen. Die Gruppen sind zum einen die symmetrische Gruppe
S5 = ((12), (12345)) selbst und die alternierende Gruppe As = ((123), (12345)), und zum
anderen die jeweils 6 Konjugierten der affinen Gruppe Fyy = ((12), (12345)) = Aff(IF;),
der Diedergruppe Djy = ((12345), (14)(23)) und der zyklischen Gruppe C5 = ((12345)).
Nach Beispiel 2.3.6 sind die Gruppen alle primitiv. Die maximal auflosbare ist die Fyg.

055,1

.C5a6

Abbildung 2.1: Transitive (¢ : nicht auflosbare, e : auflosbare) Untergruppen der S bis
auf Konjugation in S5; nachgestellt die Machtigkeit der Konjugiertenklasse
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2.4.8 Beispiel: In Abbildung 2.2 ist der Verband transitiver Untergruppen der Sg
dargestellt. Die maximal auflosbaren bestimmt man mit Satz 2.4.6 zu S31Cy und C50Ss.

Die Sg ist auferdem die kleinste symmetrische Gruppe, in der zueinander isomorphe
transitive Untergruppen nicht unbedingt konjugiert sind. Als Stabilisatoren eines Punk-
tes konnen fiir zur Sy isomorphe Gruppen sowohl Cy wie auch V; = Cy x Cs auftreten.

A6<>

< &
/é’)

0532C2

3

2

[ ]
<

JC2C, e (CRCE

54/‘/4' CyxAye '54/04

e g

Ay e ® Dy

PR

Cs® ® S5

Abbildung 2.2: Transitive (¢ : nicht auflosbare, e : auflosbare) Untergruppen der Sg
bis auf Konjugation in Sg. — Der Graph entsteht aus dem Graphen des kompletten
Untergruppenverbands, indem konjugierte Gruppen zu einem Knoten zusammengefasst
und danach mehrfache Kanten identifiziert werden.

Eine Aufzéhlung auflosbarer, transitiver Gruppen von kleinem Grad, deren Ordnung fiir
diese Arbeit noch von praktischem Nutzen ist, befindet sich im Abschnitt 6.2. Details
zu den Gruppen geben CONWAY, HULPKE und MCKAY in [8] an.



Kapitel 3

Korper- und Galoistheorie

Die theoretische Grundlage dieser Arbeit wird von der Galoistheorie gestellt. Sie liefert
eine Verbindung zwischen der Permutationsgruppe, die auf den Wurzeln eines Polynoms
operiert, und dem Zerfallungskorper desselben. Permutationsgruppen wurden im vori-
gen Kapitel behandelt. Dieses Kapitel widmet sich in den ersten beiden Abschnitten der
Korpertheorie. Es werden allgemeine Aspekte von Korpererweiterungen sowie speziell
Zertallungskorper von Polynomen betrachtet.

Im dritten Abschnitt wird die Galoisgruppe als Automorphismengruppe einer Korperer-
weiterung eingefiihrt und der Zusammenhang mit Permutationen der Nullstellen eines
Polynoms erldutert. Es folgen im letzten Abschnitt des Kapitels der Hauptsatz der Ga-
loistheorie, und darauf aufbauende Resultate.

Hauptséchlich besteht in dieser Arbeit Interesse an endlichen Korpererweiterungen von
Q, denen deshalb besondere Beachtung zu Teil wird.

Grundlegendes Vorwissen aus der Algebra findet man in den Biichern von BOSCH [5]
und VAN DER WAERDEN [34].

3.1 Satz vom primitiven Element

In diesem Abschnitt werden einige Grundlagen der Korpertheorie préasentiert. Das Haupt-
augenmerk richtet sich dabei auf endliche Kérpererweiterungen von @, sogenannte al-
gebraische Zahlkorper. Es stellt sich heraus, dass diese durch Adjunktion eines einzigen
Elements zu erzeugen sind.

Soweit nicht bereits Standard, sind die verwendeten Bezeichnungen an das Buch von
BoscH [5] angelehnt. Ist L eine Korpererweiterung von K, wird dies mit L/K notiert.
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Entsteht L dabei durch die Adjunktion der Elemente ag,...,a,, schreibt man L =
K(ag, ..., ap).
3.1.1 Definition: Es sei K ein Korper.

1. Sei L ein Erweiterungskorper von K. Ein Element a € L heilst algebraisch tiber
K, wenn « einer Gleichung f(a) = 0 mit 0 # f € K|[z] geniigt. Man nennt L
algebraisch tiber K, wenn jedes Element aus L algebraisch iiber K ist.

2. K heilt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom f € K|z]
eine Nullstelle in K besitzt.

3. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Oberkorper von K, der algebraisch tiber K
ist, nennt man K einen algebraischen Abschluss von K.

Wenn « algebraisch iiber K ist, bedeutet dies, dass der Korpergrad [K(«) : K| endlich
ist. Somit ist jeder Erweiterungskorper, der durch Adjunktion algebraischer Elemente
entsteht, algebraisch.

3.1.2 Satz: Zu jedem Kérper K existiert ein algebraischer Abschluss K, der bis auf
Isomorphie eindeutig ist.

Beweis: siehe [5, 3.4] O

Damit gibt es zu K einen Korper, iiber dem jedes nicht-konstante Polynom f € K[z| in
Linearfaktoren zerfallt. Das erlaubt es von den Nullstellen eines Polynoms zu sprechen
und mit diesen zu arbeiten. Insbesondere entspricht die Anzahl der Nullstellen dem Grad
des Polynoms, wenn man deren Vielfachheit beachtet.

3.1.3 Beispiel: Die Menge A = {z € C | z ist algebraisch iiber Q} ist ein algebrai-
scher Abschluss von Q.
3.1.4 Definition: Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

1. Man nennt ein Polynom f € K[x] separabel, wenn es nur einfache Nullstellen
besitzt.

2. Ein Element o € L heilst separabel iiber K, wenn das Minimalpolynom von «
separabel ist.

3. Ist jedes Element aus L separabel iiber K, nennt man auch L separabel iiber K.

3.1.5 Satz: Seien K ein Korper mit Char(K) =0 und f ein irreduzibles Polynom aus
K{z]. Dann ist f separabel.

Beweis: siehe |5, 3.6, Satz 2] O

Somit sind auch alle Polynome, die iiber Koérpererweiterungen von @ irreduzibel sind,
separabel. Das fiihrt zu der néichsten Aussage.
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3.1.6 Folgerung: Seien K C L zwei algebraische Zahlkorper. Dann ist L/ K eine
separable Erweiterung.

Beweis: Jedes Element aus L hat ein irreduzibles Minimalpolynom, das nach Satz 3.1.5
auch separabel ist. Damit ist L per Definition separabel iiber K. O]

Auch wenn die Charakteristik des Korpers nicht Null ist, sind Erweiterungen, die durch
Adjunktion separabler Elemente entstehen, separabel.

Nun werden spezielle Kérpererweiterungen betrachtet.

3.1.7 Definition:

1. Entsteht ein Oberkorper durch die Adjunktion eines einzigen Elements, so spricht
man von einer einfachen Korpererweiterung.

2. Sei L eine einfache Korpererweiterung von K. Dann heilt o € L primitives Ele-
ment, falls L = K(«) gilt.

Eine Besonderheit algebraischer Zahlkorper ist, dass sie sich stets durch Adjunktion
eines Elements an QQ erzeugen lassen. Bevor das gezeigt wird, soll an einige wohlbekannte
Eigenschaften einfacher Erweiterungen erinnert werden.

3.1.8 Lemma: Es sei K ein Korper und o € K. Die einfache Erweiterung K (o) ist
isomorph zu K[z]/(f), wobei f das Minimalpolynom von « ist. Der Grad [K(a) : K]
der Kdrpererweiterung ist gleich dem Grad von f.

Beweis: siehe |34, §39] O

Uber diese Isomorphie kann fiir einfache Erweiterungen eine definierende Gleichung so-
wie der Korpergrad bestimmt werden. Ein weiterer Vorteil der Kenntnis eines primitiven
Elements, ist die Gestalt einer moglichen Basis, fasst man den Oberkorper als Vektor-
raum iiber dem Grundkdérper auf.

3.1.9 Lemma: Fs sei K(«) eine Korpererweiterung wie in Lemma 3.1.8 vom Grad n.
Dann bildet 1, ...,a" " eine K-Basis von K(a).

Beweis: siehe |34, §40| O

3.1.10 Satz: (Satz vom primitiven Element)
Sei L = K(ay,...,a,) eine endliche Erweiterung von K mit Char(K) = 0. Dann ist L
eine einfache Erweiterung.

Beweis: Der Beweis erfolgt per Induktion. Fiir n = 1 ist die Voraussetzung gleichzeitig
die Behauptung. Sei also L = K(f,v). Weiter seien f das Minimalpolynom von (3
und g das von 7. Beide sind nach Satz 3.1.5 separabel. Es bezeichnen (,..., 3, die
paarweise verschiedenen Nullstellen von f aus L, sowie 71, . . . ,7s diejenigen von ¢g. Ohne
Einschrinkungen seien 1 =  und ~; = 7.
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Fiir jedes 7 und jedes k # 1 hat die Gleichung
Bi+xy = 0+ ay

hochstens eine Losung in K. Wihlt man nun ¢ € K verschieden von jeder der endlich
vielen Losungen dieser linearen Gleichungen und setzt ¥ = 3+ ¢, so gilt fiir jedes ¢ und
jedes k # 1

B+ ay # 0. (3.1)

Es liegt ¢ in K(f3,7), und man findet, dass ¢ sogar schon das gesuchte primitive Element
ist:

Das Element ~y ist Nullstelle der Polynome g(x) und f(¥ — cz), deren Koeffizienten
aus K(¥) sind. Fiir jede weitere Nullstelle v, k # 1, von g gilt nach (3.1) aber §; #
v —cy, (1 =1,...,r), also f(¥ — cy) # 0. Demnach haben g(x) und f(¢ — cx) nur
den Linearfaktor x — v gemein. Die Koeffizienten dieses grofsten gemeinsamen Teilers
miissen schon in K (1) liegen; also ist v € K (). Aus f = 9 — ¢ folgt auch g € K(9),
und somit K (3,v) = K(99).

Damit ist der Satz fiir n = 2 bewiesen. Ist er fiir n — 1 schon bewiesen, so hat man
K(aq,...,0n-1) = K(n)
als Induktionsvoraussetzung und zeigt mit dem bereits bewiesenen Teil
K(aq,...,apn) = K(n,ap,) = K(V).
Mithin folgt die Aussage des Satzes fiir n. O

3.1.11 Bemerkung: Der Beweis zu Satz 3.1.10 zeigt eine Moglichkeit auf, fiir den
Korper L = K(ay,...,a,) ein primitives Element der Form

a1+ oy + -+ -+, ¢ € K

nach endlich vielen Schritten zu finden. Dies geschieht, indem man sukzessive die Er-
weiterungen K(aq),...,K(aq,...,a,) als einfache Erweiterungen darstellt. In jedem
Schritt liegen zwei Elemente vor, von denen fast alle K-Linearkombinationen ein primi-
tives Element des ndchsten Korpers ergeben.

3.2 Zerfallungskorper

Ist f ein irreduzibles Polynom aus Klz|, so sind einfache Erweiterungen, die durch Ad-
junktion einer Nullstelle von f entstehen, nach Lemma, 3.1.8 isomorph zueinander. Es ist
aber im Allgemeinen nicht moglich, eine Aussage dariiber zu treffen, wie viele Nullstellen
von f in K[z]/(f) liegen. Dagegen werden in diesem Abschnitt Kérper behandelt, die
alle Nullstellen eines Polynoms enthalten.
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3.2.1 Definition: Seien K ein Korper und f ein nicht konstantes Polynom aus K|x].
Dann heifst eine Korpererweiterung L Zerfillungskérper von f iiber K, wenn gilt:

(i) f zerfillt in L vollstindig in Linearfaktoren.
(ii) L wird durch Adjunktion der Nullstellen von f an K erzeugt.

Diese Definition wirft die Fragen auf, wann ein Zerfallungskorper existiert und ob er
gegebenenfalls eindeutig ist. Wahrend die Existenz recht leicht zu zeigen ist, wird fiir die
Eindeutigkeit noch die Fortsetzbarkeit eines Isomorphismus benétigt. Der wesentliche
Satz fiir die Fortsetzung eines Isomorphismus zwischen algebraischen Erweiterungen
lautet:

3.2.2 Satz: Seien K(«) und L(B) Korper und o : K — L ein Isomorphismus. Weiter
existiere das Minimalpolynom f aus K[x] von a. Genau dann gibt es eine Fortsetzung
von o zu einem Isomorphismus 7 : K(a) — L(B) mit o™ = [, wenn f7(3) = 0 ist. In
diesem Fuall ist T eindeutig bestimmd.

Beweis: Gibt es eine Fortsetzung 7 mit o’ = (3, so ist
0=0"= f(a)" = f7(a") = f7(B).

Sei umgekehrt f7(3) = 0. Fiir ein Element ). k;a’ € K(«) withle man als Bild unter 7
das Element Y, k73" € K(f3). Dann ist 7 eine Fortsetzung von o, fiir die o™ = £ gilt.
Offensichtlich ist 7 in der Tat ein Isomorphismus und eindeutig bestimmt. 0

3.2.3 Definition: Es sei K ein Korper. Zwei Elemente aus K heifen konjugiert be-
ziiglich K, wenn sie Nullstellen desselben irreduziblen Polynoms aus K[z] sind.

Ist 0 = id in Satz 3.2.2, erhdlt man die bereits aus Lemma 3.1.8 abgeleitete Aussage,
dass zwei einfache Erweiterungen desselben Grundkorpers genau dann isomorph sind,
wenn sie durch Adjunktion von zueinander konjugierten Elementen entstehen.

Die Fortsetzbarkeit wird nun auf Zerfallungskorper angewendet.

3.2.4 Satz: Seien o : K — L ein Isomorphismus zwischen Kérpern und f ein Polynom
aus Kz], sowie g = f7 dessen Bild unter o. Weiter seien Ky und L, Zerfillungskorper
von f iber K sowie von g tber L. Dann kann man o zu einem Isomorphismus © :
Ky — L, fortsetzen.

Beweis: Der Satz wird per Induktion nach n = Grad f bewiesen. Sei dazu p ein irre-
duzibler Teiler von f iiber K. Es bezeichnen « eine Nullstelle von p in Ky und (3 eine
Nullstelle von p? in L,. Nach Satz 3.2.2 gibt es eine Fortsetzung 7 : K («) — L(8) von
o mit 7(«) = (. Dann sind

n—1

f=(x—a) Zcixi in K(a)x]

=0
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und
n—1

g=(z—p)> ca’in L(B)[x].

1=0

Setzt man h = 1" c;x', so ist Ky Zerfillungskérper von h iiber K () sowie L, Zerfil-
lungskorper von A7 iiber L(/3). Es ist Grad h < n, so dass sich 7 per Induktion zu einem
Isomorphismus © : Ky — L, fortsetzen lésst. ([l

3.2.5 Definition: Ein Homomorphismus, der einen Kérper K elementweise festlisst,
wird als K-Homomorphismus bezeichnet.

Damit ldsst sich nun auch die Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers zeigen.

3.2.6 Satz: Sei f ein nicht konstantes Polynom aus K[x]. Dann existiert ein bis auf
Isomorphie eindeutiger Zerfdllungskorper von f iber K.

Beweis: Es seien aq, ..., a, die Nullstellen von f aus einem algebraischen Abschluss K
von K, der nach Satz 3.1.2 existiert. Dann ist K(ay,...,a,) Zerfallungskorper von f.

Setzt man in Satz 3.2.4 fiir o die Identitdt auf K ein, folgt, dass je zwei Zerfdllungskorper
K-isomorph sind. U

3.2.7 Bemerkung: Aus dem Wissen dieses Satzes heraus ist im Weiteren von dem
Zerfallungskorper von f die Rede, der die Bezeichnung K erhilt.

Ist n der Grad des Polynoms f, gilt der leicht nachzurechnende Zusammenhang, dass
n! vom Grad der Erweiterung [K; : K| geteilt wird. Ist f irreduzibel, so teilt dariiber-
hinaus n den Grad [Ky : K]. Allgemein lisst sich bemerken, welch starke strukturelle
Eigenschaften daran gekniipft sind, dass ein Korper Zerfallungskorper ist. Dies deutet
sich bereits im folgenden Satz an und spielt auch in spiateren Abschnitten eine wichtige
Rolle.

3.2.8 Definition: Eine Korpererweiterung L von K heilst normal, wenn jedes irre-
duzible Polynom aus K|z|, welches in L eine Nullstelle besitzt, iiber L vollstindig in
Linearfaktoren zerfillt.

3.2.9 Satz: Es sei L eine Korpererweiterung von K. Dann sind dquivalent:
1. L/K ist normal.
2. L ist Zerfallungskorper eines Polynoms [ aus Klz].

3. Jeder K-Homomorphismus L — L in einen algebraischen Abschluss L wvon L,
beschrinkt sich zu einem Automorphismus von L.

Beweis: siehe [5, 3.5, Theorem 4| O

Uber einer normalen Erweiterung L/K zerfillt das Minimalpolynom eines primitiven
Elements vollstdndig. Wenn L/K zudem separabel ist, ergibt dies zusammen mit der
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Bemerkung 3.1.11 eine Konstruktionsmoglichkeit fiir ein Polynom aus K |[x], dessen Zer-
fallungskorper gleich L ist. Das Polynom liefert dann zugleich die definierende Gleichung
von L iiber K.

3.2.10 Folgerung: Sei f € K[z|. Fiir jeden Zwischenkorper K C L C Ky ist die
Erweiterung K¢/L normal.

Beweis: Da Ly = K gilt, ergibt sich die Aussage sofort aus Satz 3.2.9. 0J

Der Begriff der normalen Korpererweiterung verhélt sich jedoch nicht transitiv. Aus
M/L und L/K normal folgt nicht M /K normal, wie man an einem Gegenbeispiel sieht:

3.2.11 Beispiel: Die Kette Q C Q(v/2) C Q(+/2) reeller Korper besteht aus zwei nor-
malen Erweiterungen. Dagegen ist Q(+v/2)/Q nicht normal, da die komplexen Nullstellen
des iiber Q irreduziblen Polynoms x* — 2 nicht in Q(+/2) liegen.

3.2.12 Lemma: Sind L/K und M/K zwei normale Kérpererweiterungen, dann ist
LN M ebenfalls normal tiber K.

Beweis: Sei f € K|z| irreduzibel mit einer Nullstelle in L N M. Also liegt diese Nullstelle
sowohl in L wie auch in M. Aus deren Normalitédt folgt, dass alle Nullstellen von f in L
und M und daher in L N M liegen. Nach Definition 3.2.8 ist L N M damit eine normale
Korpererweiterung von K. 0

Fiir Anwendungen ist es oft niitzlich von einer Kérpererweiterung, die nicht normal ist,
zu einem normalen Oberkorper iibergehen zu konnen.

3.2.13 Definition: Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Erweiterungskorper L’ von
L heikt normale Hille zu L/K, wenn L'/K normal ist und kein echter Teilkérper von
L’ diese Bedingungen erfiillt.

Tatséchlich ist auch die Existenz einer normalen Hiille stets gewéhrleistet. Aufser im we-
nig interessanten Fall L' = L ist die Eindeutigkeit aber nur bis auf Isomorphie gegeben.

3.2.14 Satz: Sei M/K eine normale Korpererweiterung. Zu jedem Zwischenkéorper L
existiert eine eindeutig bestimmte normale Hille L' mit L' C M.

Beweis: siehe |5, 3.5, Satz 7| O

Will man von einer einfachen Korpererweiterung L zu einem normalen Oberkorper iiber-
gehen, gibt es die Moglichkeit, den Zerfallungskorper eines Polynoms zu bilden, dessen
eine Nullstelle das primitive Element ist. Benutzt man hierzu das Minimalpolynom,
bekommt man eine normale Hiille von L.
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3.3 Galoisgruppen

Die Idee der Galoistheorie ist es, die Struktur von Erweiterungen durch Betrachtung
der Korperautomorphismen zu untersuchen. Urspriinglich lag das Interesse dabei auf
den Zerfallungskérpern von Polynomen, wo man jeden Automorphismus eindeutig mit
einer Permutation auf den Nullstellen des Polynoms identifizieren kann. Die Gruppe,
die von solchen Permutationen gebildet wird, ist Gegenstand dieses Abschnitts.

3.3.1 Definition:

1. Eine Korpererweiterung L/K heilt galoissch, wenn L normal und separabel iiber
K ist.

2. Sei L eine galoissche Korpererweiterung von K. Dann besteht die Galoisgruppe
Gal(L/K) aus den K-Automorphismen von L.

Wie man sofort einsieht, bilden die Elemente der Galoisgruppe mit der Hintereinander-
ausfiithrung als Verkniipfung in der Tat eine Gruppe. Strukturaussagen ermoglicht auch
die Betrachtung von Automorphismengruppen beliebiger Korpererweiterungen. In ihrer
Schirfe gelten die Sétze dieses Abschnitts aber nur fiir galoissche Erweiterungen.

Die Galoisgruppe eines Zerfallungskorpers K besitzt auch eine Darstellung als Permu-
tationsgruppe auf den Nullstellen von f. Als solche wurde sie von Galois eingefiihrt. Um
diese Eigenschaft einzusehen, hat man jeden Kérperautomorphismus mit einer Permu-
tation der Nullstellen zu identifizieren.

3.3.2 Satz: Sei f ein separables Polynom aus K[z] vom Grad n > 0. Bezeichnen
aq, ..., oy die Nullstellen von f in Ky, so definiert

o: Ga(Ki/K) — S({ou,...,a,}) =S,
O Olay,...an) (3.2)

einen injektiven Gruppenhomomorphismus der Galoisgruppe von Ky tiber K in die Grup-
pe der Permutationen von o, . . ., Q,, bzw. in die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Beweis: Sei 0 € Gal(K;/K). Da ¢ die Koeffizienten von f festlésst, gilt f(a;)” = f(af).
Also bildet o jede Nullstelle von f wieder auf eine Nullstelle von f ab. Da weiter o
injektiv ist, ergibt die Einschrinkung auf {ay,..., a,} eine bijektive Selbstabbildung,
eine Permutation. Dies bedeutet, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist. Im {ibrigen ist
¢ injektiv, denn ein K-Homomorphismus aus Gal(K;/K) ist wegen Ky = K(ay, ..., )

bereits eindeutig durch seine Werte auf den Elementen o, ..., o, bestimmt. U

3.3.3 Bemerkung: Das Bild von Gal(K;/K) unter ¢ aus Satz 3.3.2 wird von nun an
mit Gy bezeichnet.
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3.3.4 Folgerung: Gy ist isomorph zu Gal(K/K).
Beweis: Man wende Lemma 2.2.1 auf den Monomorphismus ¢ aus Satz 3.3.2 an. [J

Beim Verwenden der Darstellung Gy der Galoisgruppe als Permutationsgruppe wird von
einer festgelegten Reihenfolge der Nullstellen ausgegangen. Ein Element der Galoisgrup-
pe wirkt, indem es die Indizes der Nullstellen permutiert. Ist o € G, dann gilt of = ;0.
Andert man die Reihenfolge der Nullstellen, muss jedes o € G ¢ durch eine Permutation
mit der gleichen Wirkung auf die Nullstellen ersetzt werden.

3.3.5 Bemerkung: Seien f ein separables Polynom aus K[z| und a,- -, «, dessen
Nullstellen. Findet vermoge der Permutation 7 eine Umnummerierung der Nullstellen
statt, so geht G iiber in die konjugierte Gruppe G7.

3.3.6 Satz: Die Voraussetzungen seien wie in Satz 3.3.2. Es ist f genau dann irredu-
zibel, wenn Gy transitiv auf der Menge der Nullstellen {o, ..., a,} operiert.

Beweis: Ist f irreduzibel, dann existiert gemaf Satz 3.2.2 zu je zwei Nullstellen «; und
a; ein K-Isomorphismus o : K(a;) — K(a;) mit af = a;. Nun soll Satz 3.2.4 benutzt
werden, um o fortzusetzen. Es ist f7 = f sowie K(o;)r = K(oj)r = Ky. Somit ist
die Fortsetzung 7 : K(o;)r — K(oj)s ein K-Automorphismus von Ky, der o; in «;
tiberfithrt. Die Einschrankung auf {a, ..., a,} ergibt eine Permutation aus G. Da die
Nullstellen a; und «; beliebig gewéhlt waren, folgt, dass Gy transitiv ist.

Sei andererseits f reduzibel. Dann existiert eine echte Zerlegung f = gh in K[x]. Fiir
jedes 0 € Gy folgt wie im Beweis zu Satz 3.3.2, dass o jede Nullstelle von g wieder auf
eine Nullstelle von g abbildet. Nun ist f nach Voraussetzung separabel. Damit sind die
Nullstellen von f paarweise verschieden, so dass Gy nicht transitiv operiert. O

Es bedeutet bei einer Reihe von Problemen keine Einschrankung, statt eines Polynoms
dessen irreduzible Faktoren einzeln zu behandeln. Dass die Galoisgruppe dann transitiv
operiert, macht diese Gruppen (siehe Abschnitt 2.1) zu einem wichtigen Spezialfall.

3.3.7 Folgerung: Es sei K ein Korper. Zwei Elemente o und 3 aus K sind genau
dann konjugiert, wenn sie sich durch einen K-Automorphismus ineinander tberfiihren
lassen.

Beweis: Nach Definition 3.2.3 sind a und [ genau dann konjugiert, wenn sie Nullstellen
desselben irreduziblen Polynoms aus K[z] sind. Damit folgt die Aussage direkt aus Satz
3.3.6. 0

Interessiert man sich fiir die Galoisgruppe als Permutationsgruppe, moéchte man nicht
zunachst die Automorphismengruppe eines Zerfallungskorpers bestimmen, um dann die
Einschrankungen der Automorphismen auf die Nullstellen zu betrachten. Statt dessen
ist man an einem Kriterium interessiert, um jede Permutation auf Zugehorigkeit zu G
priifen zu konnen.
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3.3.8 Lemma: Sei [ ein separables Polynom aus K[x] vom Grad n > 0 mit den

Nullstellen o, . .., ap. Weiter sei o € S{ay,...,an}) = S,. Es ist o genau dann aus
Gy, wenn fir jedes Polynom ¢ € K[xy,...,x,] mit Y(ay,..., o) =0 gilt:
(ag, ... an) = Y(age, ..., apo). (3.3)

Beweis: Sei zunéchst o € Gy. Nach Satz 3.3.2 existiert eine eindeutige Fortsetzung von
o zu einem K-Automorphismus p von K. Daher gilt:

U(ag, ..., an) = (W(ag,...,a,)) =(ad,...,af) =d(age, ..., Qo)

Umgekehrt ist zu beweisen, dass die Fortsetzung zu einem K-Automorphismus gelingt.
Da K; = K(ay,...,q,) ist, gibt es nur eine mogliche homomorphe Fortsetzung. Ein
beliebiges Element aus K ist von der Form 9(ay, ..., a;) und muss auf ¢(aje, ..., aye)
abgebildet werden. Es bleibt zu zeigen, dass die entstehende Abbildung wohldefiniert
ist. Seien ¢ und x zwei Polynome in n Variablen mit ¢(aq, ..., o) = x(aq,...,an).
Dann gilt fiir ¢ — x nach Gleichung (3.3)

0=(¢—x)(1,...,00) = (¢ — x) (10, ..., ).
Es folgt ¢(ave, ..., ane) = x(aqo, ..., a0 ), Was zu zeigen war. O

Man kann auch sagen, dass eine Permutation der Wurzeln genau dann ein Automor-
phismus der Galoisgruppe ist, wenn alle polynomialen Ausdriicke in den Wurzeln, so sie
im Grundkdérper liegen, invariant sind unter Anwendung der Permutation.

Fiir eine algorithmische Uberpriifung eignet sich das angegebene Kriterium allerdings
nicht, da die Anzahl der zu priifenden Ausdriicke nicht endlich ist. Anders ist dies im
Falle einer einfachen Erweiterung.

3.3.9 Lemma: Fs seien K(«) eine endliche, galoissche Erweiterung des Korpers K
und o = aq,...,q, die Nullstellen des Minimalpolynoms f von « dber K. Fir i =
1,...,n sei dabei a; = V;(a) mit ¢; € Klz|. Eine Permutation o € S, ist genau dann
aus Gy, wenn gilt:

af =;(a?) firalei=1,...,n. (3.4)

Beweis: Sei 0 € Gy. Es ist K (a) = K. Somit ldsst o sich zu einem K-Automorphismus
aus Gal(K («a)/K) fortsetzen. Aufgrund der Homomorphie erfiillt o daher die Gleichun-
gen (3.4).

Sei umgekehrt o € S, mit af = ¢;(a”) fiir alle i € {1,...,n}. Da Gf nach Satz 3.3.6
transitiv operiert, existiert zu o eine Permutation 7 € Gy mit a” = . Dann erfiillt
7 nach dem bereits Bewiesenen die Gleichungen (3.4). Also ist i = ¢ fiir alle i €
{1,...,n}. Daraus folgt 0 =7 € G. O
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Dieses Lemma erméglicht es, nach n Uberpriifungen zu entscheiden, ob eine Permutation
zu Gy gehort. Man kann sogar die Elemente von G unter Verwendung der Identitédten
aus (3.4) direkt ermitteln, indem man sich die Bilder von « vorgibt.

3.4 Galoiskorrespondenz

Um Riickschliisse von der Galoisgruppe auf die Kérpererweiterung zu erhalten, wird der
Hauptsatz der Galoistheorie benotigt. Dieser beschreibt die Korrespondenz zwischen
Untergruppen und Zwischenkorpern.

Hierbei richtet sich das Interesse wieder auf algebraische Zahlkorper, und zwar speziell
auf solche, die Zerfallungskorper eines Polynoms sind.

3.4.1 Lemma: Ein algebraischer Zahlkdrper ist genau dann galoissch iiber Q, wenn er
Zerfallungskorper eines Polynoms aus Q[z] ist.

Beweis: Nach Korollar 3.1.6 ist jeder algebraische Zahlkérper separabel. Weiterhin ist
ein Korper genau dann normal, wenn er Zerfallungskorper eines Polynoms ist (siehe Satz
3.2.9). Damit folgt die Aussage nach Definition. O

Ersetzt man in der Aussage ,eines Polynoms* durch ,eines separablen Polynoms®, gilt
das Lemma fiir beliebige endliche Erweiterungen.

Wenn man, wie hier, an endlichen Erweiterungen interessiert ist, bedeutet es daher keine
Einschrinkung die Galoistheorie fiir Zerfallungskérper separabler Polynome zu betrach-
ten. Es bezeichne im Weiteren K einen Korper und f ein nicht-konstantes, separables
Polynom aus K{z], so dass K eine galoissche Erweiterung von K ist.

Eine erste Aussage iiber Zwischenkorper, die auch in den Hauptsatz eingeht, ergibt sich
aus der Definition von galoissch.

3.4.2 Lemma: Sei L ein Zwischenkorper der galoisschen Erweiterung Ky/K. Dann
ist auch Ky/L galoissch und Gal(K¢/L) < Gal(K;/K).

Beweis: Jedes iiber K separable Element ist auch iiber L separabel. Also ist K;/L
eine separable Erweiterung. Weiterhin ist K;/L nach Korollar 3.2.10 normal und da-
mit, galoissch. Da jeder L-Automorphismus gleichzeitig ein K-Automorphismus ist, gilt
Gal(K;/L) < Gal(Ky/K). O

Als néchster Schritt wird die Zugehorigkeit eines Elements zum Grundkorper iiber die
Automorphismen der Galoisgruppe charakterisiert.

3.4.3 Lemma: Ein Element o € Ky ist genau dann aus K, wenn o von jedem Element
der Galoisgruppe Gal(Ky/K) auf sich abgebildet wird.
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Beweis: Fiir a € K ist die Aussage trivial, da Gal(K;/K) lauter K-Automorphismen
enthélt. Liegt a nicht in K, dann hat « ein nicht-lineares Minimalpolynom, das na-
tiirlich separabel ist. Somit existiert nach Satz 3.2.2 ein K-Isomorphismus auf K(«),
der ungleich der Identitét ist. Da f von diesem in sich selbst tiberfiihrt wird, ldsst er
sich laut Satz 3.2.4 zu einem K-Automorphismus von K fortsetzen. Also existiert ein
Element aus Gal(K;/K), das « nicht festldsst. O

3.4.4 Definition: Fiir eine Untergruppe H von Gal(K;/K) ist der Fizkérper von H,
in Zeichen
Fixg, (H) = {x € K;|Vo € Gal(K;/K) : 27 = z},

die Menge der Elemente aus Ky, die unter jedem K-Automorphismus aus H invariant
bleiben.

3.4.5 Theorem: (Hauptsatz der Galoistheorie)

1. Zu jedem Zwischenkdrper L von Ky/K gehirt eine Untergruppe H von Gal(K/K),
namlich die Gesamtheit der L-Automorphismen von Kjy.

2. Der Korper L wird von H eindeutig bestimmt. In L liegen die Elemente aus Ky,
die unter H invariant bleiben.

3. Zu jeder Untergruppe H von Gal(K;/K) kann man einen Kdrper L finden, fir
den H = Gal(Ks/L) ist.

4. Die Untergruppe H ist genau dann normal in Gal(Ky/K), wenn L/K eine galois-
sche Erweiterung ist. Dann gilt Gal(L/K) = G/H.

5. Es gelten |H| = [Ky : L] und [Gal(K;/K) : H = [L : K].

Beweis: Punkt 1 entspricht der Aussage von Lemma 3.4.2.

Da H = Gal(K;/L) ist, folgt Punkt 2 aus Lemma 3.4.3, indem man L als Grundkérper
betrachtet. Es ist somit Fixy (Gal(Ky/L)) = L.

Sei nun H = {0y, ...,05} eine Untergruppe von Gal(K;/K) und L = Fixg, (H). Offen-
bar ist L ein Zwischenkérper von Ky/K. Man betrachte fiir ein Element v € Ky mit
K¢ = L(v), das nach Satz 3.1.10 existiert, das Polynom

Die Koeffizienten von j sind bis auf das Vorzeichen die elementarsymmetrischen Funk-
tionen in 7', ..., v?". Diese sind sicherlich in L enthalten, da die Anwendung eines
Elementes aus H einer Permutation von ~7', ... ~°" entspricht. Also wird 5 von dem
Minimalpolynom m, von v iiber L geteilt. Somit gilt [K; : L] = Grad m, < h. Klar
ist weiter, dass H eine Untergruppe von Gal(K;/L) ist, also |H| < |Gal(K;/L)| gilt.
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Zusammen hat man:
h=|H| < |Gal(K//L)| = [K;: L) < h.

Es folgt die Behauptung H = Gal(K;/Fizg,(H)).

Sei nun H eine Untergruppe von Gal(K;/K), so dass L = Fizg, (H) galoissch iiber K
ist. Man betrachte
¢ Gal(Ky/K) — Gal(L/K), 0 0.

Die Abbildung ist wohldefiniert, da L nach Voraussetzung normal ist. Denn dadurch
liegen alle Konjugierten eines Elements aus L selbst wieder in L. Zudem ist ¢ surjektiv.
Ist ndmlich 7 ein K-Isomorphismus L — L, so kann man diesen nach Satz 3.2.4 fort-
setzen zu einem K-Isomorphismus L; — Ly. Da Ly = Ky ist, taucht somit 7 im Bild
von ¢ auf. Es besteht der Kern von ¢ aus allen K-Automorphismen von Ky, die L fest-
lassen. Also ist Kern(y) = Gal(Ky/L) = H. Als Kern eines Gruppenhomomorphismus
ist H Normalteiler in Gy und nach Lemma 2.2.1 induziert ¢ dann einen Isomorphismus
Gal(Ky/K)/H — Gal(L/K).

Sei umgekehrt H ein Normalteiler von Gal(K;/K). Es wird gezeigt, dass zu jedem
Element a € L = Fixg, (H) auch alle seine Konjugierten in L liegen. Diese sind nach
Korollar 3.3.7 von der Form o mit o € Gal(K/K). Fiir ein beliebiges 7 € H existiert
aufgrund der Normalteilereigenschaft ein Element 7" € H, so dass 7o o = o o 7/ ist.
Wegen a € L gilt damit (a®)” = (a”)? = a°. Also bleiben die Konjugierten von o
invariant unter den Elementen aus H und liegen deshalb selbst in L. Dies zeigt, dass
jedes irreduzible Polynom aus K[| mit einer Nullstelle in L dort ganz zerféllt. Somit ist
L normal und als Zwischenkérper von Ky/K auch separabel iiber K. Damit ist Punkt
4 bewiesen.

Korrespondiert L zu der Untergruppe H, gilt |H| = [K; : L], wie man sofort am Beweis
zu Punkt 3 sieht. Fiir den zweiten Teil von Punkt 5 wende man den Gradsatz fiir Kérper
auf K C L C Ky an. Es ist

[L: K] = [Ky: K|/[Ky 2 L] = |Gal(K;/K)|/|H| = [Gal(K;/K) : H].
O

Die ersten drei Punkte des Theorems 3.4.5 driicken aus, dass die beiden Abbildungen

{Untergruppen von Gal(K;/K)} «— {Zwischenkérper von K;/K},
H +—— Fixg, (H),
Gal(Kf/L) «— L

zueinander inverse Bijektionen sind. Dies wird in Abbildung 3.1 veranschaulicht.
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Ky o o {1}
Gal/k)

Le e H
Fifo(H)

Ke o Gal(Ky/K)

Abbildung 3.1: Die Bildung des Fixkorpers und der Galoisgruppe sind zueinander inverse
Bijektionen zwischen der Menge der Untergruppen von Gal(Ky/Ks) und der Menge der
Zwischenkorper von K.

3.4.6 Folgerung: Seien Hy < Hy normale Untergruppen der Galoisgruppe mit den
Fizkorpern Ly O L. Dann sind deren Faktorgruppe Ho/Hy und die zur Kdrpererweite-
rung Ly/Ls gehorende Galoisgruppe isomorph.

Beweis: Es ist K¢/ Ly eine galoissche Erweiterung mit der Galoisgruppe Hs, auf die sich
Punkt 3 des Hauptsatzes 3.4.5 anwenden ldsst. Dieser besagt, dass Gal(Ly/Ls) = Hy/H,
ist. U

Will man die Aussagen des Hauptsatzes 3.4.5 nutzen, braucht man eine konkrete Mog-
lichkeit, die Bijektion zwischen den Untergruppen und den Zwischenkorpern auszufiih-
ren. Hat man einen Zwischenkoérper L als einfache Erweiterung von K vorliegen, so
reicht es alle Automorphismen aus Gal(K;/K) zu bestimmen, die das primitive Ele-
ment festlassen. Das umgekehrte Problem ist etwas schwieriger. Der néchste Satz zeigt,
wie man zu einer Untergruppe von Gal(K;/K) den Fixkorper bestimmt.

3.4.7 Satz: Es sei H = {o0y,...,0,} eine Untergruppe der Galoisgruppe Gal(K;/K).
Bezeichnet v ein primitives Element von Ky dber K, dann wird der zu H gehoren-
de Fizkdrper Fizg (H) durch die elementarsymmetrischen Funktionen, ausgewertet bei

YL, L Y0R ) erzeugt.

Beweis: Man betrachte wie beim Beweis zu Punkt 3 von Theorem 3.4.5 das Polynom

jlx) = HZB — 7 € Fixg, (H)[z].

=1

Die Koeffizienten von j sind bis aufs Vorzeichen die elementarsymmetrischen Funktionen
in v7', ..., v%". Diese erzeugen einen Erweiterungskorper L von K. Zur Vervollstindi-
gung des Beweises geniigt es [Fixg (H) : L] = 1 zu zeigen. Das Minimalpolynom von
7 iiber L teilt j, dessen Grad h ist. Also ist [K; : L] < h. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie ist h = |H| = [K} : Fixg,(H)]. Daraus erhdlt man mit dem Gradsatz fiir
Korper

h < h[Fixg, (H): L] = [K;: L] < h. (3.5)
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Somit ist [ : L] = h, was wieder in (3.5) eingesetzt die Behauptung liefert. 0

3.4.8 Lemma: Es sei a € K. Dann ist Gal(K(a)/K(«)) isomorph zur Untergruppe
Gal(K;/K(a) N Ky) von Gal(K¢/K).

Beweis: Offensichtlich ist

¥ Gal(Ky(0)/K(a)) — Gal(K;/K)
g = 0K,
ein wohldefinierter Homomorphismus. Es ist 1 sogar injektiv, da ¢ aus dem Kern von v

ein K (a)-Homomorphismus ist, fiir den zudem ox, = id gilt. Somit ist o die Identitét
auf Ky(a). Mit dem Homomorphiesatz fiir Gruppen 2.2.1 folgt

Bild(y) = Gal(Ky(a)/K(a))/Kern(y) = Gal(Ky(a)/K(a)).

Es bleibt zu zeigen, dass Bild(y) = Gal(Ky/K(«) N Ky) gilt. Die Inklusion ,C* ist
offensichtlich. Umgekehrt kann man jedes Element 7 € Gal(K /K (a)NKy) durch o™ = «
zu einem K («)-Automorphismus auf K(«) fortsetzen. Da dessen Bild unter ¢ wieder
T ergibt, ist die Behauptung gezeigt. 0

Die Aussage des Lemmas wird in Abbildung 3.2 verdeutlicht.

Kf.(oé) {i}
W 0
/ "K) / *Qal(K; (o) /K (@)
TK ()N K; TGal(K /K () N K ;)

Abbildung 3.2: Bei Adjunktion eines algebraischen Elements o an die Kérpererweiterung
K /K erhélt man als Galoisgruppe von K¢(«)/K () eine Untergruppe von Gal(K/K)
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Kapitel 4

Radikale

In diesem Kapitel wird geklart, welche Polynome Nullstellen besitzen, die sich durch die
Grundrechenarten und Wurzelziehen aus den Koeffizienten ermitteln lassen. Dariiberhin-
aus wird die Theorie erlautert, um Nullstellen solcher Polynome durch Wurzelausdriicke
darzustellen.

Einleitend werden allgemeine Auflésungsformeln behandelt. Die beiden nachfolgenden
Abschnitte widmen sich sogenannten reinen Gleichungen 2" — ¢ = 0, deren Losungen
offensichtlich Wurzelausdriicke sind, und ihren Zerfallungskérpern. Darauf aufbauend
werden beliebige Korper aus Elementen, die als Wurzelausdriicke darstellbar sind, be-
trachtet. Dazu erfolgt eine Diskussion des Radikalbegriffs und es wird erldutert, welche
Anforderungen eine Radikaldarstellung sinnvollerweise erfiillen sollte.

4.1 Auflosungsformeln

Sei K ein Korper. Um die Nullstellen eines Polynoms aus K[z] als Wurzelausdriicke
darzustellen, war auch historisch der erste Ansatz, die allgemeine Gleichung vom Grad n,
2" +t, 12"+ 4 tix +ty = 0 iiber dem Korper K (t,. .., t, 1) algebraisch zu losen.
Dies gelang fiir n < 4, woraus sich die Auflosungsformeln fiir Polynome bis zum Grad 4
ergaben. Deren Angabe erfolgt hier fiir die Grade 3 und 4 ohne Herleitung. Eine solche
findet man in [5, 6.2]. Die Formel fiir quadratische Polynome kann in der Einleitung
nachgelesen werden.

4.1.1 Bemerkung: Durch Normieren dndern sich die Nullstellen eines Polynoms nicht.
Ist f(z) = 2" + 3.1, ;2" € K[z] mit Char(K) { n, erhilt man durch eine lineare Sub-
stitution das Polynom g(x) = f(z—n"'a,_1). Die Nullstellen von f und g unterscheiden
sich somit nur um eine Konstante aus K, und der Koeffizient vor 2”~! von ¢ ist Null.
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Daher bedeutet die Form der Polynome in den beiden folgenden Satzen keine Einschran-
kung der Allgemeingiiltigkeit, sondern tréigt lediglich zur Vereinfachung der Formeln bei.

4.1.2 Satz: (Cardanosche Formeln)
Es sei K ein Korper mit Char(K) # 2,3. Fir p,q € K werden die Losungen der
algebraischen Gleichung x® + px + q = 0 gegeben durch

1 =u-+0, zy = CPu+ (v, x5 = Cu+ Cv.

Dabei ist ( eine primitive dritte Einheitswurzel, sowie

wober die dritten Wurzeln mit der Nebenbedingung uv = —%p zu wahlen sind.
Beweis: siehe [5, 6.2] O
4.1.3 Satz:

Es sei K ein Korper mit Char(K) # 2,3. Fir p,q,r € K werden die Losungen der
algebraischen Gleichung x* + px? + gz +r = 0 gegeben durch

0= o VTR VTR VR,

Ty = %( \/—2’1—\/—22—\/—23)7
1

r3 = 5(—\/—21 + V=2 — V—23),

Ty = %(—\/—Zl—\/—22+\/—23)-

Dabei sind zy, 2o, z3 die Losungen der kubischen Resolvente

2 =2+ (pP—4r)z+ ¢ =0,
und es sind die Quadratwurzeln mit der Nebenbedingung

V=2vV-—mV—2=—q

zu wdhlen.
Beweis: siehe [5, 6.2] O

Die Suche nach Auflésungsformeln fiir Polynome hoherer Grade ist vergeblich, was Abel
in seiner beriihmten Arbeit [1] zeigen konnte.

Dennoch kénnen die Nullstellen eines Polynoms hoheren Grades sehr wohl als Wurzel-
ausdriicke darstellbar sein, wie man z. B. an reinen Gleichungen z" — ¢ = 0 sieht.
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4.2 Kreisteilungskorper

Schon in der Auflésungsformel fiir Polynome vom Grad 3 aus Q[z] kommt man selbst
bei drei reellen Nullstellen nicht ohne komplexe Zahlen aus (siehe Satz 4.1.2). Es tritt
immer eine primitive dritte Einheitswurzel auf. Es sollen daher Erweiterungskorper von
@ untersucht werden, die durch Adjunktion von Einheitswurzeln entstehen. Fiir letztere
wird folgende Definition verwendet.

4.2.1 Definition:
1. Ein Element ¢ € Q heift h-te Einheitswurzel, falls es Nullstelle von z" — 1 ist.
Weiter ist U, = {¢ € K | (" — 1 =0}.
2. Eine h-te Einheitswurzel ¢ heift primitiv, wenn ¢ # 1 ist fiir alle 0 < 7 < h. Es
ist Uy ={( €U, |¢¢U, fiir 0<i<h}.

Die h-ten Einheitswurzeln sind also gerade die h verschiedenen Nullstellen des Polynoms
z" — 1. Die Anzahl der primitiven Einheitswurzeln ist durch die Eulersche Funktion
gegeben, an deren Definition hier erinnert werden soll.

4.2.2 Definition: Es bezeichne ¢ die Eulersche Funktion, deren Wert fiir A € IN durch
e(h) = {1 <i<h|ggT(i,h) = 1}| definiert ist.

4.2.3 Satz: Fs ist Uy, eine zyklische Untergruppe von K mit |Un| = h. Die Erzeuger
von Uy sind gerade die primitiven h-ten Einheitswurzeln.

Beweis: Es wird gezeigt, dass eine beliebige primitive h-te Einheitswurzel ¢ die Gruppe
Uy, erzeugt. Fiir 1 <14 < h ist ¢* Nullstelle von 2" — 1. Seien 1 < i < j < h mit (¢ = 7.
Dann ist (/=% = 1 und somit ¢« = j, da ¢ nach Voraussetzung primitiv ist. Also ist
{¢" | 1 <4 < h} die Menge der h Nullstellen von " — 1. Ist andererseits ¢ € U, — U™,
so existiert ein i < h mit ¢ € UP™™. Das Erzeugnis von ( besteht dann aus weniger als
h Elementen und ist damit nicht Uy}, O

Daraus kann man folgern, dass der Zerfillungskérper von 2" — 1 iiber @ durch die
Adjunktion einer h-ten Einheitswurzel entsteht, falls sie primitiv ist.

4.2.4 Folgerung: Fir ( € Uy, gilt Q(¢) = Qur_1 genau dann, wenn ¢ primitiv ist.

Beweis: Es ist Qun_; = Q(Uy,). Nach Satz 4.2.3 gilt U, = () genau fiir ¢ € UP™, was
die Behauptung zeigt. 0

Im Weiteren wird der Zerfillungskorper von 2" — 1 eingehender untersucht. Dabei soll
zunéchst das definierende Polynom bestimmt werden.

4.2.5 Definition:
1. Der Korper Q,n_; heilit h-ter Kreisteilungskérper und wird mit Qp bezeichnet.
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2. Das h-te Kreisteilungspolynom ist ¢p(xz) = [] (z — ).
CeU}p:rim

Eine explizite Formel fiir die Kreisteilungspolynome existiert nicht. Anders liegt der Fall,
wenn h eine Primzahl ist.

4.2.6 Lemma: Fir eine Primzahl p € N ist ¢,(z) = Zp_ol .

1=

Beweis: Es ist U, nach Satz 4.2.3 eine zyklische Gruppe der Ordnung p. Also sind alle
p-ten Einheitswurzeln ungleich 1 Erzeuger von U, und somit primitiv. Daraus folgt
2P —1 = (v — 1)¢,(x), womit die Behauptung durch Einsetzen zu verifizieren ist. [

4.2.7 Satz: Es ist ¢p(x) ein irreduzibles Polynom aus Z|x].

Beweis: Es sei ( eine primitive h-te Einheitswurzel und f ihr Minimalpolynom. Dann ist
f ein Teiler von 2" — 1, weshalb die Konjugierten von ¢ aus U, stammen. Insbesondere
ist f als normierter Teiler eines normierten Polynoms aus Z[z| selber aus Z[z]. Nach
Folgerung 3.3.7 ist eine h-te Einheitswurzel ¢’ genau dann zu ¢ konjugiert, wenn sich
¢ durch einen Q-Automorphismus auf ¢’ abbilden lasst. Nun ist Q({) = Q,»_; nach
Folgerung 4.2.4. Da ¢ von einem Q-Automorphismus wieder auf ein primitives Element
von Q,n_, abgebildet wird, gilt mit derselben Folgerung ¢’ € U™. Da ( € U™
beliebig gewihlt war, ist ¢, gerade das Produkt aller auftretenden Minimalpolynome
von primitiven h-ten Einheitswurzeln. Daraus folgt ¢p(z) € Z[x].

Es bleibt zu zeigen, dass f = ¢y, gilt, also jede primitive h-te Einheitswurzel Nullstelle
von f ist. Fiir eine Primzahl p mit p { h ist (* offensichtlich aus U™, Angenommen (? sei
keine Nullstelle von f, dann gilt bei der Zerlegung 2" — 1 = f(z)g(z), dass ¢? Nullstelle
von ¢ ist. Im Ubrigen ist mit f auch g ein normiertes Polynom aus Z[z]. Aus g(¢?) =0
folgt weiter f(z) | g(z?). Uber I, gelesen ergibt sich f(z) | g(z?) = g(z)?. Damit haben
f und g gemeinsame Nullstellen in IF,,, was ein Widerspruch zur Separabilitit von 2" —1
ist. Also ist ¢ Nullstelle von f.

Ist ¢’ € UP™ beliebig folgt aus Satz 4.2.3 unmittelbar die Existenz eines & € IN mit
ggT(k,i) = 1und ¢’ = ¢*. Ist k = p; ... p; die Zerlegung von k in Primfaktoren, so folgt
aus dem eben Gezeigten, dass (P! und damit induktiv auch (PPt = (' Nullstellen von
f sind. Also ist f = ¢y und ¢, damit irreduzibel. O

4.2.8 Folgerung: Es ist Qn = Q[z]/(¢n) und [Qp : Q] = w(h).

Beweis: Fiir eine primitive h-te Einheitswurzel ¢ gilt Q;, = Q(¢) nach Folgerung 4.2.4,
und nach dem vorangehenden Satz ist ¢; das Minimalpolynom von (. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 3.1.8. 0

Bisher wurde der Kreisteilungskorper fiir ein festes i betrachtet. Nun sollen verschiedene
Kreisteilungskorper zueinander in Beziehung gesetzt werden.
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N
A

Abbildung 4.1: Schnitt und Erzeugnis der Kreisteilungskérper Qp, und Q, fiir teilerfrem-
de h,k € IN.

4.2.9 Lemma: Seien h,k € N mit ggT(h, k) = 1. Dann gelten

1. QrQx = Qne,

2. QnNQr = Q.
Beweis: Es seien (j, eine primitive h-te sowie (i, eine primitive k-te Einheitswurzel. Sicher
gilt ¢, Gk € Qni, womit die Inklusion Q,Qr € Qur gezeigt ist. Weiter ist (. eine (hk)-te

Einheitswurzel, deren Ordnung in Uy, gerade kgV(h, k) = hk ist. Also ist (5(, € Upp™
und damit Q,Qr 2 Quk, was den Beweis zur ersten Aussage vervollstandigt.

Wegen der Teilerfremdheit von h und k gilt fiir die Eulersche Funktion

p(hk) = @(h)p(k). (4.1)

Aus dem Gradsatz fiir Korper erhélt man [Qur : Q] = [Qnr : Qk)[Qk : Q] und zusammen
mit Gleichung (4.1) folgt daraus [Qunr @ Qk] = ¢(h) (vgl. Abbildung 4.1). Setzt man
L = Qn N Qy, dann ist sicherlich [Qpnr : Qk] < [Qp : L], da beide Erweiterungen durch
Adjunktion von ¢, entstehen und L C Q gilt. Also ist [Qp : L] = ¢(h) und L =Q. O

Zum Abschluss der Untersuchungen von Kreisteilungskérpern werden ihre Galoisgrup-
pen betrachtet.

4.2.10 Satz: Der Kdrper Qy, ist eine zyklische Galoiserweiterung iber Q, deren Galois-
gruppe zur Einheitengruppe von Z./nZ. isomorph ist: Gal(Qn/Q) = (Z./nZ.)*.

Beweis: Nach Definition ist Q;, Zerfallungskorper iiber (3 und daher wegen Lemma 3.4.1
galoissch. Ist ¢ eine primitive h-te Einheitswurzel, entnimmt man dem Beweis von Satz
4.2.3, dass UP™ = {¢' | 1 <i < h,ggT(i,h) = 1} ist. Sei nun ¢ € Gal(Q/Q). Dann
ist ¢ wieder Nullstelle von ¢ und damit aus Uy"™™. Mithin gilt (7 fiir ein eindeutig
bestimmtes 1 < i < h mit ggT (i, h) = 1. Das definiert einen Monomorphismus

Y Gal(Qr/Q) — (Z/nZ)",0 — i+ nZ,
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der unabhingig von der Wahl von ( ist, da (¢*)7 = (¢7)* = (¢")* = (¢*)" gilt. Nach
dem Homomorphiesatz fiir Gruppen 2.2.1 ist Gal(Q;/Q) = Bild(). Da v surjektiv ist,
wie die Gleichungskette (Z/nZ)* = p(h) = [Qn : Q] = |Gal(Qn/Q)| zeigt, folgt die
Behauptung Gal(Q/Q) = (Z/nZ)*. O

4.3 Zyklische Korper

In diesem Abschnitt bezeichnen K und L endliche Erweiterungen von Q.

Es werden Korpererweiterungen mit zyklischer Galoisgruppe und Zerfallungskorper von
sogenannten reinen Gleichung 2" — a = 0,(a € K*) betrachtet. Ziel ist es, die Kor-
pererweiterungen zu charakterisieren, die ein primitives Element besitzen, das Wurzel
einer reinen Gleichung ist, und fiir diese Erweiterungen eine entsprechende Darstellung
zu finden.

4.3.1 Definition: Eine Korpererweiterung L/ K heifst zyklisch, wenn ihre Galoisgruppe
Gal(L/K) zyklisch ist.

4.3.2 Satz: Sei K ein Korper, der die n-ten Einheitswurzeln enthdlt. Dann ist Kyn_,
mit a € K* zyklisch.

Beweis: Ist o eine Wurzel der Gleichung 2™ — a = 0 , so sind Ca, Ca, ..., (" ta die
iibrigen, wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Daher erzeugt o schon den Kor-
per der Wurzeln, und jede Permutation der Galoisgruppe hat die Gestalt o — (‘a. Die
Zusammensetzung zweier Permutationen o — (‘o und o — (*a ergibt o — (Fa.
Demnach entspricht jeder Permutation eine bestimmte Einheitswurzel ¢ und dem Pro-
dukt der Permutationen das Produkt der Einheitswurzeln. Also ist die Galoisgruppe
isomorph einer Untergruppe der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Da U, nach Satz
4.2.3 zyklisch ist, gilt dies auch fiir jede ihrer Untergruppen und die Galoisgruppe von
2™ — a ist ebenfalls zyklisch. ([l

Ist speziell das Polynom z™ — a irreduzibel, so operiert die Galoisgruppe transitiv auf
den Nullstellen und ist damit isomorph der vollen Gruppe der n-ten Einheitswurzeln.
Ihre Ordnung ist in diesem Falle n. Eine schirfere Aussage ist fiir Primzahlen moglich.

4.3.3 Folgerung: Sei K ein Kirper, der die p-ten Einheitswurzeln (p prim) enthdlt.
Dann zerfillt die reine Gleichung P — a,a € K* entweder in Linearfaktoren oder ist
irreduzibel.

Beweis: Die Galoisgruppe der Gleichung ist entweder die zyklische Gruppe der Ordnung
p, oder deren einzige echte Untergruppe, die triviale Gruppe. Im ersten Fall ist die Grup-
pe transitiv, daher die Gleichung nach Satz 3.3.6 irreduzibel. Im zweiten Fall gehdren
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die Wurzeln zum Fixkorper der Galoisgruppe; mithin liegen alle Nullstellen schon in K.
0J

Den Beweisen ist zu entnehmen, dass in K ({/a) bereits alle n-ten Wurzeln aus a liegen,
solange @), C K gilt. Man kann sogar umgekehrt schliefsen: Wird fiir nur ein Polynom
der Form x™ — a der Zerfallungskorper K »_, bereits durch die Adjunktion einer Wurzel
erzeugt, so enthilt K die n-ten Einheitswurzeln. Ansonsten ist K({/a) nicht einmal
galoissch.

Zum Beweis der Umkehrung von Satz 4.3.2, dass sich eine zyklische Erweiterung durch
die Adjunktion der Wurzel einer reinen Gleichung erzeugen lésst, wird die Lagrangesche
Resolvente benotigt.

4.3.4 Definition: Es L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad n. Weiter bezeichnen
(¢ eine primitive n-te Einheitswurzel und o ein erzeugendes Element von Gal(L/K).
Dann wird die Lagrangesche Resolvente fiir jedes a € L gebildet durch die Vorschrift

(Ca)=a+(a’ +%a” -+ ("l (4.2)

Der Nutzen der Lagrangeschen Resolvente fiir diese Arbeit ergibt sich vor allem aus der
Konstruktivitdt des anstehenden Beweises.

4.3.5 Satz: Sei K ein Korper, der die n-ten Finheitswurzeln enthdlt, sowie L eine
zyklische Erweiterung von K mit [L : K] = n. Dann lasst sich L durch die Adjunktion
einer n-ten Wurzel erzeugen. Genauer existiert ein o € L mit (¢, ) # 0 und dafiir ist
((,a)" € K* und (¢, @) ein primitives Element von L.

Beweis: Die Elemente der Galoisgruppe sind linear unabhéngig iiber K (siehe 34, §54,
Unabhéngigkeitssatz|). Daher kann man « so wéhlen, dass ((, ) # 0 ist. Wendet man
o auf (¢, @) an, so erhélt man unter Verwendung von Gleichung (4.2):

(¢.a)” = a”+¢a” +-+¢"a
= ((Ca”+ a7 4+ a)
= (¢ a).
Bei Anwendung des Automorphismus o bleibt die n-te Potenz ((, @)™ somit unveréndert,
d.h. (C, )" € K*.

Durch mehrfaches Anwenden von ¢ auf Gleichung (4.2) erhiilt man (¢, )" = ¢ (¢, ).
Somit ist das einzige Element der Galoisgruppe, das die Resolvente (¢, «) invariant lisst,
die Identitit. Also erzeugt (¢, ) den ganzen Korper L.

Zusammengefasst ist ({,«) ein primitives Element aus L mit dem Minimalpolynom
" — ((,a)". O
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4.3.6 Bemerkung: Auf der Suche nach einem «, fiir das (¢,«) # 0 gilt, reicht es
offensichtlich eine Basis von L iiber K zu durchlaufen, da die Lagrangesche Resolvente
linear ist.

Was ist zu tun, wenn K keine n-ten Einheitswurzeln enthélt? Um mit den obigen Metho-
den arbeiten zu kénnen, adjungiere man an K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, . Fiir
eine zyklische Galoiserweiterung L/K vom Grad n ist L((,)/K((,) nach Lemma 3.4.8
wieder zyklisch (vgl. Abbildung 3.2). Der Grad der Erweiterung L((,)/K((,) ist dann
nicht mehr unbedingt n, aber ein Teiler von n. Die Voraussetzungen, um L((,)/K ()
durch die Adjunktion der Wurzel einer reinen Gleichung zu erzeugen, sind daher erfiillt.

4.4 Irreduzible Radikale

Wurzeln sind aus der Schule wohlbekannt, und es bereitet sicherlich keine Probleme,
die Ausdriicke aus Satz 4.1.2 fiir die Losungen kubischer Gleichungen zu verstehen.
Die Mehrdeutigkeit beim Wurzelziehen kann aber zu verschiedenen Interpretationen
eines Wurzelausdrucks fiithren. In diesem Abschnitt wird die Darstellung mittels Wurzeln
(/5 /s ) néher beschrieben und eine Moglichkeit diskutiert, Missversténdnisse bei
der Interpretation zu vermeiden. Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die Absicht,
Nullstellen eines Polynoms nur durch rationale Operationen und Wurzelziehen aus den
Koeffizienten zu ermitteln.

Wieder stehen K und L fiir endliche Erweiterungen von Q.

Die erste wichtige Einsicht ist, zwischen dem Symbol +/a und den Nullstellen von z? —a
zu differenzieren. Dazu wird der Begriff des Radikals eingefiihrt.

4.4.1 Definition: Ein Radikal ist ein Ausdruck der Form /a fiir eine Wurzel der reinen
Gleichung 2? —a =0,a € K,p > 2.

Die algebraische Operation ist also das Wurzelziehen und Radikale sind die Notation
dazu. Anders gesagt ist ¥/a die Anweisung, eine Nullstelle von 2” — a zu wihlen.

Lasst man neben dem Wurzelziehen auch andere algebraische Operationen (+, —, -, <)
zu, erhilt man allgemeinere Ausdriicke als Radikale.

4.4.2 Definition: Eine Darstellung, die aus Elementen eines Korpers K und alge-
braischen Operationen besteht, wird Radikalausdruck oder Darstellung durch Radikale
(beziiglich K') genannt.

Im konkreten Fall wird zumeist der Koeffizientenkorper eines Polynoms, insbesondere
die rationalen Zahlen, Verwendung finden.
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Es soll noch einmal auf die Form von Radikalen eingegangen werden. Das Korperelement
a aus Definition 4.4.1 kann selbst als Radikalausdruck vorliegen. Anschaulich verbirgt
sich hinter einem Radikal also ein Ausdruck der Gestalt

p{/.__p\z/f+p\3/f+...+... (4.3)

Mit den Elementen, die durch Radikale dargestellt werden, ldsst sich exakt arbeiten,
wenn man auf das Symbol va zunichst verzichtet, und so auch dessen Mehrdeutigkeit
meidet. Dazu werden Radikalausdriicke mit der Korpertheorie in Verbindung gebracht.

4.4.3 Definition: Eine Korpererweiterung L/ K heift Radikalerweiterung, falls

L:K(ﬁlv"'aﬁr) mit ﬁlpz € K(ﬂla"':ﬁifl)
fiir geeignete p; € N,o =1,...,r ist.

4.4.4 Satz: Fir ein Element o € K lisst sich genau dann ein Radikalausdruck finden,
wenn eine Radikalerweiterung L von K mit o € L existiert.

Beweis: Jedes Element einer Radikalerweiterung L = K([(i,...,[,) lisst sich offen-
sichtlich durch einen Radikalausdruck darstellen, da die Adjunktion eines 3; dem Wur-
zelziehen aus einem bereits bekannten Element entspricht. Alle Elemente des Korpers
K(B1,...,0) erhilt man dann durch Anwenden der Verkniipfungen + und -.

Liegt andererseits ein Radikalausdruck fiir ein Element o € K vor, so steht dieser fiir
eine endliche Anzahl von Anweisungen, um « aus Elementen von K zu erhalten. Sei
induktiv nach & — 1 Schritten eine Radikalerweiterung M von K erreicht. Ist als k-te
Anweisung eine rationale Operation durchzufiihren, verbleibt man in M. Ist dagegen
eine Wurzel zu ziehen, erhélt man eine Radikalerweiterung L von M. Mit M /K und
L/M ist auch L/K wieder eine Radikalerweiterung. O

Damit ist die Moglichkeit, algebraische Elemente durch Radikale darzustellen, auf die
Struktur von Korpererweiterungen zuriickgefiihrt.

Mochte man auf das Element zuriickschliefsen, das durch Radikale dargestellt wurde,
verbleibt eine Ungenauigkeit. Das Wurzelziehen ist in einem Korper im Allgemeinen
eine mehrdeutige Zuordnung, und es fragt sich, welche Wurzel jeweils mit dem Radikal
V/a gemeint ist.

4.4.5 Beispiel: Wenn man eine primitive sechste Einheitswurzel durch Radikale aus-
driickt, indem man sie einfach durch /1 oder gar durch Al darstellt, wird man das als
eine unbefriedigende Losung anzusehen haben, wiahrend die Losung ¢ = % + % —3 viel
befriedigender ist, weil der Ausdruck %i—%\/—_i% bei jeder Wahl des Wertes von /=3 (d. h.
einer Losung der Gleichung 2 + 3 = 0) die beiden primitiven sechsten Einheitswurzeln
darstellt.
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Ein Element durch einen Radikalausdruck eindeutig zu beschreiben, wird daher im All-
gemeinen nicht moglich sein. Schon das einfache Radikal ¥/ ist ja stets mehrdeutig.

Sucht man die Nullstellen einer Polynomgleichung, so ist die schirfste Forderung, die
man in dieser Hinsicht stellen kann, dass man erstens alle Losungen der fraglichen Glei-
chung durch Radikalausdriicke darstellen soll und zweitens diese Ausdriicke bei jeder
Wabhl der in ihnen vorkommenden Radikale Losungen der Gleichung seien sollen. Dabei
ist natiirlich, wenn ein Radikal ¢/a im Ausdruck mehrmals vorkommt, ihm stets dersel-
be Wert zu geben. M&chte man diese Bedingungen erfiillen, darf man keine beliebigen
Radikalausdriicke mehr zulassen.

4.4.6 Definition:

1. Es sei a € K und p > 2. Dann heift das Radikal /a irreduzibel (beziiglich K),
wenn das Polynom z? — a € K|x] irreduzibel ist.

2. Gegeben sei ein Radikalausdruck mit Elementen aus dem Korper K. Der Aus-
druck wird als irreduzibel bezeichnet, wenn jede darin vorkommende Wurzel ¢/a
irreduzibel beziiglich K (a) ist.

4.4.7 Bemerkung: Ein Schritt, der manche Uberlegungen vereinfacht, ist, dass man

die Wurzelexponenten vermoge
Va=1\/va

stets zu Primzahlen machen kann. Dies soll im Folgenden jeder Wurzelexponent erfiillen.

4.4.8 Lemma: Aus einem irreduziblen Radikalausdruck (beziiglich des Korpers K ) er-
hdlt man bet jeder Wahl der Wurzelwerte eine Nullstelle desselben irreduziblen Polynoms

(aus K|x]).

Beweis: Es sei p ein irreduzibler Radikalausdruck. Es ist nun zu zeigen, dass man bei
jeder Wahl der Wurzelwerte in p zueinander konjugierte Elemente erhélt, welche sich
nach Folgerung 3.3.7 gerade durch einen K-Isomorphismus ineinander iiberfiihren lassen.

Eine Wahl der Wurzelwerte in p fiihre zur Radikalerweiterung L = K((1,...,[,) mit
B = a; € K(fi1,...,08i—1), wobei &r/a; genau die in p vorkommenden Wurzeln sind.
Damit sind alle Elemente in L unter Verwendung der z/a; durch irreduzible Radikale
darstellbar. Dass die Wahl der Wurzelwerte, der Anwendung eines K-Isomorphismus von
L entspricht, wird per Induktion iiber die Anzahl der adjungierten Elemente bewiesen.

Fiir » = 0 ist p € K und es gibt nichts zu zeigen. Es fiihre nach Induktionsvoraus-
setzung jede Wahl der Werte von #/ay, ..., »r—y/a,_1 zu einem K-Isomorphismus von
K(Bi,...,B,-1). Geht dabei a, iiber in a,, so wird 8, = #/a, in %/a, iiberfiihrt. Letz-
terer Ausdruck ist bei jeder Wahl Nullstelle von P~ — @, und erfiillt damit genau die
Bedingung aus Satz 3.2.2, um eine Fortsetzung des Isomorphismus auf L zu liefern.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass auch die Wahl von #/a, der Anwendung eines K-
Isomorphismus entspricht. Da xP" — a, nach Voraussetzung irreduzibel ist, sind alle
Wahlen von #/a, konjugiert (auch beziiglich K). Also existiert ein K-Isomorphismus,
der 3, in jede Wahl von #/a, iiberfiihrt.

Insgesamt entspricht jede Wahl der Wurzelwerte einem K-Isomorphismus von L. Ein
Radikalausdruck wie p ergibt daher bei jeder Wahl konjugierte Elemente, die nach De-
finition 3.2.3 Nullstellen desselben irreduziblen Polynoms aus K[z] sind. 0J

Mit einem irreduziblen Radikalausdruck stellt man also sicher, bei jeder Auswertung eine
Nullstelle des gleichen Polynoms zu erhalten. Genauer kann man mit der Darstellung
durch Radikale nicht werden. Dennoch lasst sich die Aussage des Lemmas entscheidend
erweitern.

4.4.9 Satz: Gegeben seien ein irreduzibles Polynom f € K|x] sowie eine irreduzi-
ble Radikaldarstellung p einer Nullstelle. Dann bekommt man durch passende Wahl der
Wurzelwerte in p jede Nullstelle von f.

Beweis: Man erhélt bei der Auswertung von p bei (mindestens) einer Wahl der Wurzeln
in p eine Nullstelle v € K von f. Diese Wahl fiihre zu der Radikalerweiterung L =
K(By,...,0,) mit 8" € K(f,...,0;_1). Jede Nullstelle von f geht aus v unter einem
K-Isomorphismus ¢ von L hervor. Per Induktion iiber r wird gezeigt, dass man zu
jedem K-Isomorphismus o eine Wahl der Wurzeln finden kann, die der Anwendung von
o entspricht.

Fiir » = 0 ist v € K die einzige Nullstelle von f und es nichts zu zeigen. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist jeder K-Isomorphismus von K(f,...,[3,—1) durch Wahl der
Wurzelwerte auszufithren. Fiir 827 = a bleibt zu zeigen, dass man jedes Konjugierte
von (3, durch Wahl der Wurzeln in %/a erhalten kann. Dann gilt dies fiir alle Elemen-
te aus L und insbesondere fiir die Darstellung p von v. Es bezeichnen a = a4, ..., a,
die Konjugierten von a. Damit ist [K(a) : K] = m und §, hat p,m Konjugierte, da
xPr — a nach Definition 4.4.6 irreduzibel ist. Ist g(x) das Minimalpolynom von a iiber K
und h(z) das von (., dann gilt g(2P") = h(z). Somit sind die Nullstellen der Polynome
P —a;, 1 <4 <m zu B, konjugiert. Fiir i # j ist %/a; sicher bei jeder Wahl von #/aj
verschieden. Wahlt man fiir ein festes ¢ € {1,...,m} einen Wert 3, fiir r/a;, sind die
anderen moglichen Wahlen die p, — 1 verschiedenen Werte ¢, Br, wobei (, alle primiti-
ven p,-ten Einheitswurzeln durchlauft. Da diese genau die p, Losungen von 2" —a; =0
sind, erhélt man durch Wahl der Wurzelwerte also alle p,m Konjugierten von j,. 0

Ohne eine Wertezuweisung bestimmt eine irreduzible Radikaldarstellung ein Element
also nur bis auf Konjugation, wihrend durch geeignete Wahl der Werte jedes der konju-
gierten Elemente aus der Darstellung ermittelt werden kann. Das bedeutet insbesondere,
dass durch Einsetzen aller moglichen Wahlen alle Konjugierten entstehen.
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4.4.10 Bemerkung: Bei den Auflosungsformeln fiir Polynome der Grade 3 und 4
(siche Sdtze 4.1.2 und 4.1.3) ist das Problem mit mehrdeutigen Wurzeln anders gelost.
Dort werden Nebenbedingungen angegeben, die bei der Wahl gewisser Wurzelwerte zu
beachten sind.

4.5 Auflosbare Polynome

4.5.1 Definition: Ein Polynom heiftt aufldsbar, falls alle seine Nullstellen mittels al-
gebraischer Operationen aus den Koeffizienten zu ermitteln sind.

Es wird geklért, von welchen Polynomen die Nullstellen durch irreduzible Radikale dar-
stellbar sind. Bevor eine Antwort fiir jedes beliebige Polynom mdoglich ist, miissen die
in Abschnitt 4.3 vorgestellten Kreisteilungspolynome untersucht werden. Kénnen deren
Nullstellen, die primitiven Einheitswurzeln, durch irreduzible Radikale dargestellt wer-
den? Diese Frage ist mit einem Blick auf die Auflésungsformel fiir Polynome dritten
Grades (siehe Satz 4.1.2) zu motivieren. Nur weil die auftretenden dritten Einheitswur-
zeln in der Form —%i% —3 angegeben werden konnen, ist auch der komplette Ausdruck
eine irreduzible Radikaldarstellung.

Die Untersuchung kann zudem durch zwei einfache Argumente auf Einheitswurzeln mit
Primzahlordnung beschrinkt werden. Es bezeichne (; eine primitive i-te Einheitswurzel.
Gilt ggT(r,s) = 1, so kann (s gleich (.(s gewéhlt werden. Ist dagegen eine Primzahlpo-
tenz n = p" gegeben, so gilt einfach (, = PT_{/C_p. Wie gefordert, ist dabei jede Losung
der Gleichung - (p = 0 eine primitive n-te Einheitswurzel.

4.5.2 Lemma: Die p-ten Einheitswurzeln (p prim) sind durch irreduzible Radikale
darstellbar.

Beweis: Da die Behauptung fiir p = 2 trivial ist (die zweiten Einheitswurzeln +1 sind
ja im Primkorper der Charakteristik Null enthalten), kann man sie induktiv fiir alle
Primzahlen unterhalb p als bewiesen annehmen. Der Korper der p-ten Einheitswurzeln
ist nach Satz 4.2.10 zyklisch und der Korpergrad ¢(p) = p— 1. Die Primfaktorzerlegung
des Grades sei g;" ... ¢5". Der Kreisteilungskorper kann also durch zyklische Erweiterun-
gen von Primzahlgrad aufgebaut werden. Adjungiert man vorher die ¢;-ten, ..., ¢.-ten
Einheitswurzeln, die nach der Induktionsvoraussetzung ja durch Radikale darstellbar
sind, so kann auf die zyklischen Erweiterungen der Grade ¢; der Satz 4.3.5 angewen-
det werden. Dieser lehrt die Darstellbarkeit der sukzessiven Korpererweiterungen durch
Radikale. Die betreffenden Gleichungen 2% — a; = 0 miissen dabei irreduzibel sein, da
sonst die Korpergrade nicht gleich den ¢; sein kénnten. 0

Der Beweis enthélt prinzipiell dieselben Argumente wie sie fiir den zweiten Teil des
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folgenden Theorems verwendet werden. Einzig die Existenz einer Radikaldarstellung fiir
beliebige Einheitswurzeln wird dann als Voraussetzung benotigt. Fiir Primzahlen p < 17
wurden entsprechende Darstellungen mit dem GAp-Paket RADIROOT [10] erzeugt und in
Details manuell angepasst. Die dafiir zu 16sende Gleichung ist nach Lemma 4.2.6 gerade
2P~ 1+ 2772+ ... + £+ 1 = 0. In der Tabelle 4.1 werden die Ergebnisse prisentiert.

4.5.3 Theorem: Sei f ein irreduzibles Polynom aus K|[z].

1. Wenn eine Nullstelle der Gleichung f(x) = 0 sich durch Radikale darstellen ldsst,
so ist die Galoisgruppe dieser Gleichung auflosbar.

2. Ist umgekehrt die Galoisgruppe der Gleichung auflosbar, so lassen sich alle Null-
stellen von f durch irreduzible Radikale darstellen.

Beweis: Zunéchst sei fiir eine Nullstelle von f ein Ausdruck der Form (4.3) bekannt.
Sodann adjungiere man an K alle p;-ten, po-ten, ..., p.-ten Einheitswurzeln, wobei
D1, ...,pr die als Wurzelexponenten in der Darstellung auftretenden Primzahlen sind.
Dies ist eine Reihe zyklischer, normaler Kérpererweiterungen, die man sich noch in Er-
weiterungen von Primzahlgrad zerlegt denken kann, wie im Beweis von Lemma 4.5.2.
Sind diese Einheitswurzeln einmal vorhanden, so ist auch die Adjunktion von z/a; nach
Folgerung 4.3.3 entweder iiberhaupt keine Erweiterung oder eine zyklische Erweiterung
vom Grad p;. Adjungiert man mit jedem z/a; auch die p;-ten Wurzeln der zu a; konju-
gierten Elemente, sind dies ebenfalls gar keine oder zyklische Erweiterungen von Prim-
zahlgrad. Dadurch bleibt der Erweiterungskorper stets normal in Bezug auf K. So kommt
man durch eine Reihe zyklischer Adjunktionen:

K=KyCK,CKyCc---CK,,=1L, (44)

zu einem normalen Korper L, der den Ausdruck (4.3), eine Nullstelle von f enthélt. Da
L/K eine normale Erweiterung ist, liegen alle Nullstellen von f in L und es gilt K C L.

Betrachtet man die Galoisgruppe von L/K dann entspricht der Korperkette (4.4) nach
Theorem 3.4.5 eine Reihe von Untergruppen

Gal(L/K) =Gy > Gy > --- > G, = {1}, (4.5)

fir die G; = Gal(L/Kj;) ist. Da jede Korpererweiterung zyklisch war, ist jede Gruppe
Normalteiler in der vorangehenden, und die Faktorgruppen sind zyklisch von Primzahl-
grad. Das heifst, die Gruppe Gal(L/K) ist auflésbar und (4.5) eine Kompositionsreihe.
Wieder nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt fiir den normalen Zwischenkorper
Ky, dass Gal(Ky/K) zur Faktorgruppe Gal(L/K)/Gal(L/Ky) isomorph ist. Dass die
Faktorgruppe nach Lemma 2.2.12 auflésbar ist, zeigt den ersten Teil der Behauptung.

Es sei nun Gal(K/K) auflésbar und
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p irreduzible Radikaldarstellung der primitiven p-ten Einheitswurzeln
2 -1
3 3(-14+V=3)
5 f-1+v5+V-10-5)
2
TRV B (S AV -3V3 i/\w@?\% 5BV (G V)Y - V3
2
oL -1+ /G\JM (979 + 2755 — (165 — 210v/5) /=10 = 2/5 ) 4 1=2/5=/0y 10228 /,J\JM (979 + 2755 — (165 — 210v/5)v/~10 — 2/5)
3
30425 (T 1027 /M,\JM (979 + 2755 — (165 — 210v/5)v/~10 - 2//5)
_89-2VB- (154 10VE)Y - 10-2v5 A\|M (979 + 2755 — (165 - 210v/5)v/~10 — 2/5)
/\ 11 24+2v/5—(1—vV5)y/ —10—-2v5 w; 4—4V54+(1+v5)y/ —10-2V5 w3 14+19v5—(4—V5)V/ —10—-2V5 w3 118—2v5—(21-41V5)y/ —10—-2V5 w}
+5 5 40 B 220 o 2420 o 53240
2
13 L AL V213 (5 + 3V BVIB+ (3 + V3 - AV + LV3VI) 13- (3 + SV BV
2
+/\|§|9\W+ (B3+V=-3+3V13+ ,\Ww,\@m\a| (5+3V=3)V13+ (2+2V/-3+ BV13 + m\ﬁ\ww,\@m\al (2 +32V=3)V13
17 4 AH+E+ 34— 2V/17 + /\@isﬁw (12 4+ 4V/17)V/34 — 2V17

+/\Lwa+mz\ﬁ|5 34 — 2y/17 — (8 — 8/17 — 16 ﬁ|w/\§/\%+5,\ﬁ|ﬁw+f\§ 34 — 2¢/17

Tabelle 4.1: Radikaldarstellung primitiver p-ter Einheitswurzeln fiir die Primzahlen p mit p < 17
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eine Kompositionsreihe. Zu den Gruppen gehort eine Kette von Fixkorpern
KZK()CKlC"'CKm:Kf,

in der jeder Korper normal und zyklisch in Bezug auf den vorangehenden ist. Sind
q1, - - -,q diein der Reihe vorkommenden Relativgrade, so werden zuerst die ¢;-ten, ..., g;-
ten Einheitswurzeln adjungiert, was nach Lemma 4.5.2 durch irreduzible Radikale ge-
schehen kann. Dann lassen sich nach Satz 4.3.5 die Erzeugenden von K, ..., K, durch
Radikale ausdriicken, wobei die betreffenden Gleichungen x% — a; = 0 jedesmal entwe-
der irreduzibel sind oder in Linearfaktoren zerfallen (siehe Folgerung 4.3.3). Im letzteren
Fall ist die Adjunktion der entsprechenden Wurzel {iberfliissig. Damit ist auch der zweite
Teil der Behauptung gezeigt. 0

Insbesondere besagt das Theorem, dass eine Nullstelle, die sich durch Radikale darstel-
len lasst, sich auch durch irreduzible Radikale darstellen lasst. Letzteres ist also keine
schirfere Forderung, sondern eine andere — in gewisser Weise genauere — Art, um die
Nullstellen anzugeben.

Aus Theorem 4.5.3 kann leicht auf den Satz von Abel geschlossen werden, wobei die
Reihenfolge chronologisch umgekehrt war.

4.5.4 Satz: (Abel)
Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist fir n > 4 nicht durch Radikale l6sbar.

Beweis: Die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung n-ten Grades ist isomorph zur .S,
(siehe [34, §63]). Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe nach Satz 2.2.14 aber nicht
auflosbar, und die Nullstellen der allgemeinen Gleichung daher nicht durch Radikale
auszudriicken. 0J

In dieser Arbeit wurde bisher noch nicht gezeigt, dass ein konkretes Polynom aus Q|z]
existiert, dessen Nullstellen nicht durch Radikale darstellbar sind. Gesucht wird also
ein Polynom mit einer nicht-auflésbaren Galoisgruppe. Fiir eine gegebene Permutati-
onsgruppe G ein Polynom f zu finden, so dass G zu G konjugiert ist, wird als Um-
kehrproblem der Galoistheorie bezeichnet. Sucht man Polynome aus Q[z], ist zur Zeit
keine Losung des Problems fiir beliebige Gruppen bekannt. Dagegen kann man fiir die
ganze symmetrische Gruppe zu jedem Grad ein entsprechendes Polynom ermitteln. Ei-
ne Formel dafiir sowie Beispielpolynome fiir die transitiven Gruppen bis zum Grad 12
kann man im Buch von MALLE und MATZAT zum Umkehrproblem der Galoistheorie
[23| nachschlagen. Fiir die auflésbaren Gruppen wurden die Polynome in den Abschnitt
6.2 iibernommen.
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Kapitel 5

Der Algorithmus

Aus den vorigen Kapiteln steht nun das theoretische Wissen zur Verfiigung, um einen
Algorithmus zu beschreiben, der eine irreduzible Radikaldarstellung fiir die Nullstellen
eines gegebenen Polynoms zuriickgibt, falls es auflosbar ist.

Beliebige Polynome konnen durch Faktorisieren in irreduzible zerlegt werden. Es ge-
niigt daher im Algorithmus irreduzible Polynome zu behandeln. Bei diesen besitzt nach
Theorem 4.5.3 jede oder keine der Nullstellen eine Radikaldarstellung. Bei einem zusam-
mengesetzten Polynom kann dagegen der Fall eintreten, dass fiir einige der Nullstellen
eine Darstellung durch Wurzelausdriicke existiert und fiir andere nicht. Die irreduziblen
Faktoren eines Polynoms getrennt zu behandeln, vereinfacht eine prézise und unmissver-
standliche Angabe der Ergebnisse somit deutlich.

Die einzelnen Schritte werden in einem Pseudocode angegeben, der sich an die Befeh-
le des Computeralgebrapaketes GAP [32] anlehnt. Fiir die nicht explizit ausgefiihrten
Berechnungen werden in der Implementation bereits in GAP vorhandene Funktionen
verwendet. Darauf wird an den jeweiligen Stellen nochmals gesondert hingewiesen. Dar-
iiberhinaus befindet sich am Ende des Kapitels eine umfassende Liste der benutzten
Notation.

5.1 Realisierung der Erweiterungskorper

Die benétigte Theorie iiber endliche Erweiterungen von ) wurde in Kapitel 3 abgehan-
delt. Fiir die Implementation muss man sich entscheiden, auf welche Weise Elemente
aus dem algebraischen Abschluss von @ dargestellt werden sollen. Hier werden zwei
Darstellungen eingesetzt. Zum einen wird eine Erweiterung als Matrixkorper realisiert
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und zum anderen als Quotientenkorper des Polynomrings Q[x]. Die beiden Félle werden
nacheinander betrachtet und anschliefend zueinander in Beziehung gesetzt.

Es wird jeweils davon ausgegangen, dass ein primitives Element des Korpers bekannt ist.
Dies kann fiir endliche Erweiterungen von ) nach Satz 3.1.10 und der anschlieffenden
Bemerkung angenommen werden.

5.1.1 Matrixkorper

Es sei K = Q[M] ein Matrixkorper vom Grad n iiber Q. Das ist genau dann der Fall,
wenn M algebraisch iiber @) ist, also eine irreduzible Gleichung vom Grad n erfiillt.
Mithin bildet E, M, ..., M™ ! eine Q-Basis von K.

Eine rationale Matrix A ist genau dann aus K, wenn das lineare Gleichungssystem
qO]E + th + o+ anan_l = A> q; € Q7

eine Losung besitzt. Gerechnet wird in K wie im Matrizenring. Das Inverse von A # 0
kann durch Losen des linearen Gleichungsystems A - A~! = E ermittelt werden.

5.1.1 Definition: Seien A = (a;;) € Q™" und B = (b;;) € Q™ ™. Dann ist das
Kroneckerprodukt A @ B gegeben durch die (nm) x (nm)-Matrix

(lllB algB e alnB
(Ing CLQQB e CLQnB
a'nlB an2B e annB

Mit Hilfe des Kroneckerprodukts lisst sich ein Matrixkorper in einen Matrizenring ho-
herer Dimension einbetten.

5.1.2 Lemma: Seien K ein Matrizkorper und E eine Einheitsmatriz beliebiger Di-
mension. Dann ist L={E® M | M € K} ein zu K isomorpher Korper.

Beweis: Offensichtlich ist die Abbildung K — L, M +— E ® M ein Isomorphismus. [

5.1.2 Quotientenkérper von Q[x]

Bezeichnet f, das Minimalpolynom von o € @, so ist Q(a) = Q[z]/(f.) nach Lemma
3.1.8. Eine Q-Basis von Q[z]/(f,) ist durch 1, z, ..., "' gegeben, wobei n dem Grad von
f. entspricht. Damit kann fiir jede Aquivalenzklasse ein eindeutig bestimmter Vertreter
in der reduzierten Darstellung Z;.:Ol ¢x' angegeben werden.
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Fiir jede Nullstelle von f, ist K = Q[z]|/(f.) der gleiche Korper. Hat man ein weiteres
Element 3 € Q und fragt sich, ob es in K liegt, ist diese Frage daher nur bis auf
Konjugation zu beantworten. Dazu priife man, ob das Minimalpolynom von /3 iiber Q
eine Nullstelle aus K besitzt, indem man es iiber K faktorisiert.

Addition, Subtraktion und Multiplikation in K funktionieren wie im Polynomring. Be-
achtet man bei der Multiplikation stets die Identitit f, = 0, kann man die reduzierte
Darstellung erreichen. Zum Ausfiihren der Division bestimmt man wie bei Matrizenkor-
pern das Inverse durch Losen eines linearen Gleichungssystems. Dieses ergibt sich fiir
Z;:Ol ¢;x' € K durch Koeffizientenvergleich vor den Potenzen von z in

Fiir die linke Seite ist nach der Multiplikation die reduzierte Darstellung zu wéhlen, so
dass die Eindeutigkeit der Koeffizienten vorausgesetzt werden kann.

5.1.3 Darstellungswechsel

Es sei eine einfache Korpererweiterung als Matrixkorper H = Q[M] gegeben und man
bilde den isomorphen Korper K = Q[z|/(f), wobei f das Minimalpolynom von M
ist. Um zwischen den beiden Realisierungen wechseln zu konnen, benutze man den
kanonischen Isomorphismus. Dafiir hat man in der Darstellung eines Elements als Q-
Linearkombination einfach M und x auszutauschen.

5.1.4 Faktorisieren

Als grundlegend fiir die anstehenden Berechnungen erweist es sich, Polynome iiber alge-
braischen Erweiterungen von () faktorisieren zu kénnen. Schon vor Beginn des Algorith-
mus ist es notwendig, um reduzible Polynome in ihre irreduziblen Faktoren zu zerlegen.
Fiir die Koeffizienten des gegebenen Polynoms wird zum Faktorisieren die Darstellung
als Elemente des Quotientenkorpers gewéhlt.

Es sei ¢ € Q(a)[x] mit einem algebraischen Element «. Das Faktorisieren von ¢ in
Q(a)[z] kann man nach den Ideen von TRAGER [33] auf eine Faktorisierung der Norm
von ¢ liber @ zuriickfiihren. Die Norm ist fiir Polynome analog zu der fiir algebraische
Elemente definiert. Fasst man ¢ als Polynom iiber ) in den beiden Variablen x und «
auf, dann ist

Norm(g) = H g(z, o).

o; konjugiert zu «
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Bezeichnet f das Minimalpolynom von «, dann gilt Norm(g) = Res(fa(vy), 9(z,7)), so
dass man die Norm auch ohne Kenntnis der Konjugierten von « berechnen kann. Die
einzelnen Faktoren von ¢ sind die groften gemeinsamen Teiler von g und den Fakto-
ren von Norm(g). Dazu muss Norm(g) allerdings quadratfrei sein, wofiir gegebenenfalls
durch eine lineare Substitution von x zu sorgen ist.

Das Faktorisieren der Norm von g iiber @ geschieht nach den neuen Methoden, die von
BELABAS, VAN HOELJ, KLUNERS und STEEL in [4] prisentiert werden.

5.2 Galoisgruppe und Zerfillungskorper

In Weiteren ist f ein irreduzibles Polynom vom Grad n aus Q[z]|. Bezeichnet a, den
Leitkoeffizienten von f, hat f dieselben Nullstellen wie f. Vermdoge dieser Substitution,
kann man sich bei den Betrachtungen auf normierte Polynome beschrianken.

Das Vorgehen bei der Konstruktion des Zerfallungskorpers und der Galoisgrupppe ist
den Anforderungen des Algorithmus in den darauf folgenden Schritten angepasst. Insbe-
sondere wird der Zerfiallungskorper als einfache Erweiterung benotigt. Eine alternative
Methode stellen ANAT, NORO und YOKOYAMA in [2] vor.

5.2.1 Priifung der Auflésbarkeit von f

Im ersten Schritt soll untersucht werden, ob die Nullstellen von f eine Radikaldar-
stellung besitzen. Nach Theorem 4.5.3 ist dies genau dann der Fall, wenn die Galois-
gruppe Gal(Qf/Q) auflosbar ist. Man benétigt daher zumindest den Isomorphietyp von
Gal(Q/Q). Dafiir wird eine zu Gal(Q;/Q) isomorphe Permutationsgruppe bestimmt.
Die Berechnungen hierzu beruhen im Wesentlichen auf den Methoden von MCKAY und
SOICHER [24]. Einen Uberblick zu verschiedenen Techniken der Galoisgruppenberech-
nung gibt HULPKE in [18]. Weitere Fortschritte erzielten GEISSLER und KLUENERS [14].

Nun wird die Auflosbarkeit der Galoisgruppe gepriift. Auch auf diesen Schritt wird
hier nicht genauer eingegangen. Es findet die auf SiMs [29] zuriickgehende Methode fiir
Permutationsgruppen Verwendung. Sollte die Galoisgruppe nicht auflésbar sein, bricht
der Algorithmus an dieser Stelle ab.

5.2.2 Berechnung primitiver Elemente

Auftretende Korper sollen im Weiteren als einfache Erweiterungen von @ dargestellt
werden. Deshalb wird in diesem Abschnitt gezeigt, wie man ein primitives Element von
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K = Q(a, ) bestimmen kann. Nach Bemerkung 3.1.11 existiert ein primitives Element
der Form v = a + ¢ mit ¢ € N von K. Die Suche danach kann mit folgender Funktion
geschehen, wofiir der Nachweis im Anschluss erbracht wird.

INPUT: Zwei iiber Q) algebraische Elemente « und [
QOUTPUT: Primitives Element von Q(a,()

Primitives_Element (o, ()
if a in Q(f)
return [
end if
c :=0
while 0 not in Q(a+cB) do
c := ct+l
end while
return a+c(

5.2.1 Lemma: Die Funktion Primitives_Element liefert ein primitives Element von
Q(«, B). Dies ist § im Falle Q(c, 5) = Q(B) und ansonsten von der Form o + ¢ mit
minimalem ¢ € Ny.

Beweis: Wie in den vorangehenden Erklarungen gesagt, ist die Existenz eines primitiven
Elements der Form « + ¢f mit ¢ € Ny gesichert. Nun ist Q(«, 3) = Q(5) genau dann,
wenn o € Q(0) gilt, und in diesem Fall gibt die Funktion wie behauptet 3 zuriick.
Andernfalls liegt mit 3 auch « in Q(a+¢(3), so dass die Funktion in der Tat ein primitives
Element liefert. Gilt § & Q(a+cf3), dann ist a+c[3 offensichtlich kein primitives Element,
womit gezeigt ist, dass die Funktion bei minimalem ¢ terminiert. U

Die Funktion Primitives_Element kann fiir algebraische Elemente in beliebiger Darstel-
lung angewendet werden, solange man in der Lage ist, die Zugehorigkeit eines Elementes
zu einem Korper zu iiberpriifen. In dieser Arbeit soll sie fiir Matrixkorper benutzt wer-
den. Wie die Uberpriifung dort geschieht, wurde im Abschnitt 5.1.1 geklirt.
Notwendig ist natiirlich, dass die Matrizen o und 3 demselben Korper angehéren. Dazu
geniigt es im Ubrigen nicht, dass sie dieselbe Dimension haben. Da im Allgemeinen mehr
als Grad(f) Matrizen ebendieser Dimension existieren, die Nullstellen des irreduziblen
Polynoms f sind, kénnen nicht alle im gleichen Korper liegen.

5.2.3 Konstruktion des Zerfallungskorper

Als néchstes wird eine Moglichkeit bendtigt, mit den Nullstellen von f zu rechnen.
Man erhélt den Zerfallungskorper durch sukzessive Adjunktion der Nullstellen von f.



54 Kapitel 5. Der Algorithmus

Im ersten Schritt entsteht der Korper L1 = Q(aq), wobei ay die definierende Gleichung
f(x) = 0 erfiillt. Nun kann f als Polynom aus L;[z] betrachtet und dort in irreduzible
Faktoren zerlegt werden. Sei ay Nullstelle eines nicht-linearen Faktors, dann wird als
néchster Kérper Ly = L1(aw) konstruiert. Diese Prozedur wird fortgesetzt, bis der Zer-
fallungskorper erreicht ist, f beim Faktorisieren im zuletzt entstandenen Polynomring
also in Linearfaktoren zerfillt. Da die Anzahl der Nullstellen von f endlich ist und in
jedem Schritt eine weitere Nullstelle adjungiert wird, terminiert der Algorithmus.

Die Korper L; werden bei der Konstruktion als einfache Erweiterungen von @ dargestellt.
In jedem Schritt wird mit der Funktion Primitives_Element () ein primitives Element
gesucht. Ist L; = Q(v;), so wird also von L;11 = L;(a;4+1) das primitive Element v;,; =
;11 + ¢y; mit minimalem ¢ € IN bestimmt.

Es soll erlautert werden, wie die Konstruktion des Zerfallungskorpers mit den gewéahlten
Darstellungen fiir Erweiterungskdrper realisiert wird. Die Vorgehensweise wird induktiv

beschrieben. Im ersten Schritt wird ein Korper Ly = Q(«;) gesucht, wobei a; eine
Nullstelle von f = S a2’ € Q[z] bezeichnet. Ist

0 1

0 1
—Q N —Qp—1

die Begleitmatrix von f, dann erfiillt der Matrixkorper Q[M/] diese Bedingung. Die
definierende Gleichung von L; ist f(x) = 0 vor, so dass man auch im Quotientenkorper
rechnen kann. Das primitive Element des Matrixkorpers muss nicht extra bestimmt
werden, denn es ist einfach M.

Nach Induktionsvoraussetzung sei nun L; in beiden Darstellungen realisiert. Das be-
deutet, 7; entspricht der Matrix M; und deren Minimalpolynom g; ist bekannt, so dass
L; = Q[M;] = Q[x]/(g;) gilt. Man faktorisiere f iiber L; und wihle einen nicht-linearen
Faktor h. Falls keiner existiert, ist die Konstruktion abgeschlossen und Q; = L; der
Zerfallungskorper von f. Ansonsten wird durch die Begleitmatrix von h der Korper
Li11 = L;[M}) erzeugt. Dieser besteht aus Matrizen der Dimension Grad(h), deren Ein-
triage aus Q[x]/(g;) sind. Benutzt man fiir die Eintrige in den Matrizen aus L;[Mj;] ihre
Matrixdarstellung aus Q[M/;], kann man L;,; auch als Matrixkorper iiber Q auffassen.
Die Dimension der Matrizen ist Grad(h)[L; : Q] = [Li+1 : Q]. Die Einbettung von L;
in L;;1 geschieht durch Bilden des Kroneckerprodukts E ® M fiir M € L;, wobei E
die Einheitsmatrix der Dimension Grad(h) ist. Fiir L,y = Q[M},,E ® M;] wird mittels
Primitives_Element (M, E® M;) eine Matrix M, bestimmt, so dass L;11 = Q[M;1]
gilt. Deren Minimalpolynom g;; liefert die definierende Gleichung fiir L;,;.
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Im Pseudocode zur beschriebenen Konstruktion des Zerfallungskérpers werden die in
der Implementation gewéhlten Darstellungen algebraischer Elemente benutzt, um einen
Eindruck der Umsetzung zu vermitteln.

INPUT: Irreduzibles Polynom f € Q[z]
OUTPUT: Primitives Element in Matrixdarstellung von Q; iber Q

Zerfallungskorper(f)
Setze M, = (1) # Initialisierung Q[M,] = Q
while f# 1 do
h := irreduzibler Faktor von f

M}, :== Begleitmatrix von h

E:::A42 # Einheitsmatrix gleicher Gréfe wie M,
Stelle Eintrdge in M), mit Elementen aus Q[M,] dar
M., := Primitives_Element (M}, E ® M,)

g := Minimalpolynom von M,

Faktorisiere f iber Q[x]/(g)

Bezeichne mit fi,..., fr die Linearfaktoren von f
=1/ )
end while

return M,

Damit ist Q als einfache Erweiterung Q(7) konstruiert, deren Grad m = [Qf : Q] ein
Teiler von n! ist. Die Anzahl der bendtigten Durchliaufe bis der Zerfallungskorper erreicht
ist wird fortan mit s bezeichnet. Es ist also L, = Q¢ und 7 ist eine IN-Linearkombination
aus s Nullstellen von f.

5.2.4 Finden der Nullstellen von f

Nach Satz 3.3.2 kann die Galoisgruppe als Permutationsgruppe auf den Wurzeln aufge-
fasst werden. Um Gy ermitteln zu konnen, muss den Nullstellen von f eine Reihenfolge
zugewiesen werden. Das ist nun mdglich, da mit Qy ein Korper erreicht ist, in dem alle
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 liegen. Die einfachste Methode ist, f iiber Qf zu fakto-
risieren und die Nullstellen aus den Linearfaktoren zu ermitteln. Man bekommt daraus
eine willkiirliche Reihenfolge der Nullstellen, die nur vom Faktorisierungsalgorithmus
abhingt.

Hier sollen die Nullstellen schon wihrend der Konstruktion des Zerfillungskoérpers ge-
speichert werden. Das erleichtert es, den Aufbau des primitiven Elements v nachzuvoll-
ziehen, der spéter noch bendétigt wird. Dabei bekommt jede neu adjungierte Nullstelle



56 Kapitel 5. Der Algorithmus

von f den néchsten freien Index, so dass beim Erreichen des Zerfallungskorpers eine Liste
mit den Nullstellen aq, ..., a4 vorliegt. Die {ibrigen Nullstellen a4, ..., @, konnen im
Anschluss aus den Linearfaktoren von f iiber Qf = Q(ay, ..., «;) ermittelt werden. Bei
diesem Vorgehen ist es notwendig die gespeicherten Nullstellen in jede neue Erweiterung
zu iibertragen. Dies geschieht durch die im Abschnitt 5.2.3 beschriebene Einbettung von
L; in L;;; mit Hilfe des Kroneckerprodukts (vgl. Abschnitt 5.1.1). Als erweiterte Version
von Zerfiallungskorper () erhilt man die folgende Funktion.

INPUT: Irreduzibles Polynom f € Q[z]
OUTPUT: Primitives Element in Matrixdarstellung von Q; iiber Q
Liste der Nullstellen von f als Matrizen

Zerfdllungskdrper_und_Nullstellen(f)
M, = (1) # Initialisierung Q[M,] = Q
Wurzeln = [ ] # leere Liste
while f# 1 do
h := irreduzibler Faktor von f
My, :== Begleitmatrix von h
E:zzﬂlg # Einheitsmatrix gleicher Gréfe wie M,
Stelle Eintrdge in M} mit Elementen aus Q[M,] dar
M., := Primitives_Element (M}, E ® M.,)
Ersetze jede Matrix M in Waurzeln durch E®@ M
Fiige Wurzeln die Matrix Mj hinzu
g := Minimalpolynom von M,
Faktorisiere f iiber Q[x]/(g)

Bezeichne mit fi,...,fr die Linearfaktoren von f
f=1/(fr )
end while

for i in [ 1..n ] do
a := -(Koeffizient vor x° von f;)
Stelle a als Matrix M aus Q[M,] dar
if M ¢ Wurzeln then
Fige Wurzeln die Matrix M hinzu
end if
end for

return M, und Waurzeln

Die Funktion gibt zusétzlich zum primitiven Element des Zerfdllungskorpers noch die
Nullstellen aq, ..., a, von f in ihrer Matrixdarstellung zurtick.

Damit kann die Gestalt des primitiven Elements angegeben werden. Es gilt v = > 7_, ¢;a
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mit ¢; € N, da in der Funktion Primitives_Element () stets IN-Linearkombinationen
gebildet werden. Die Matrixdarstellungen von 7y sowie aq, ..., as sind bekannt, so dass
die ¢; aus v = Y7, x;a; zu ermitteln sind. Da die «; linear unabhéngig sind — sie liegen
in der gleichen Q-Basis von @y —, ist die Losung eindeutig.

5.2.5 Bestimmung von G/

Bezogen auf die gewihlte Reihenfolge der Nullstellen kann G ermittelt werden. Zuerst
wird die Abbildung von Ko6rperelementen unter einem Automorphismus realisiert. Nach
Satz 3.3.2 reicht es, von o € Gal(Qs/Q) dessen Einschrinkung auf {oy,...,a,} zu
kennen. Andererseits ist ein Automorphismus von Q; = Q(7) eindeutig durch seine
Wirkung auf das primitive Element v bestimmt. Die zu o gehérende Permutation aus
Gy sei mit 7 bezeichnet, so dass af = «;- ist. Dann gilt fiir das primitive Element
offensichtlich 47 = 377, ¢;a;-. Fiir ein beliebiges Korperelement der Form 370" a;7 mit
a; € @ ist das Bild wegen der Homomorphie von ¢ durch Z’;:Ol a;(77)" gegeben. Liegt
die Permutation 7 € G vor, kann sie daher mit der folgenden Funktion homomorph auf
Qs fortgesetzt werden.

INPUT: « € Qf, Permutation 7 (aus Gy), v = >0 iy
OUTPUT: o, das Bild von « unter der Fortsetzung o von T

Bild(«a, o, )
Lose a = ag + a;y +...+ apm_ 17"
yoi= Yo cioyr #5 =9

Q% = ag + a1y +...+ anp 1yt

1 # lineares GI1S

return af

Damit 7 € S, in G} liegt, muss v nach Folgerung 3.3.7 auf ein konjugiertes Element
abgebildet werden, was bedeutet, dass Bild(~, 7,~) Nullstelle des Minimalpolynoms ¢
von 7y sein muss. Das soll genutzt werden, um die Permutationen aus Gy zu bestimmen.

5.2.2 Satz: Sei 7 eine Permutation aus Sy, fur die Bild(vy,7,7) zu v konjugiert ist.
Dann definiert
oo = Bild(ey, 7,7) firi=1,...,n (5.1)

eine Permutation o € Gy, und es gilt Bi1d(v, 0,7) = Bild(y, 7, 7).

Beweis: Ein Automorphismus p € Gal(Q;/Q) ist durch seine Wirkung auf das primi-
tive Element 7 eindeutig bestimmt. Nach Folgerung 3.3.7 ist dann ” zu 7 konjugiert.
Weiterhin gilt Grad(g) = [Qf : Q] = |Gal(Q;/Q)|, wobei g das Minimalpolynom von ~y
ist. Daher tritt jedes zu v konjugierte Element als +” fiir ein p € Gal(Qy/Q) auf.
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Nun ist Bild(vy, 7,7) zu v konjugiert, so dass die homomorphe Fortsetzung von 7 durch
Bild(-,7,7) einem Automorphismus p € Gal(Q;/Q) entspricht. Dieser erfiillt nach sei-
ner Definition die Gleichungen «f = Bild(«y,,7) fiir ¢ = 1,...,n. Mit Satz 3.3.2 folgt
(5.1) fiir die Einschrinkung o € Gy von p. Da o auf Q; fortgesetzt wieder p ergibt, gilt
auch Bild(y,0,7) = Bild(y, T, 7). O

5.2.3 Beispiel: Es sei v = a1 + ay und 7 = (12). Dann wird 7 auf ein Konjugiertes,
ndmlich sich selbst abgebildet, weshalb a; und ay bei der homomorphen Fortsetzung
mittels Bild(-,7,) fest bleiben, anstatt wie unter 7 zu vertauschen. Wiahlt man o so,
dass (5.1) erfiillt ist, erhélt man die Permutation o = () € Gy.

Sucht man auf diese Weise nach allen Elementen aus Gy, muss man nur dafiir sorgen,
dass jedes Konjugierte von v als Bild(y, 7,7) vorkommt. Dies ist sicher gewéhrleistet,
wenn man eine Transversale von Stabg, (7) durchlauft. Um den Stabilisator nicht be-
rechnen zu miissen, werden stattdessen die Untergruppe Stabg, ((1,...,s)) und deren
Transversale betrachtet. (Der Stabilisator des Tupels (1,...,s) ist eine Untergruppe
von Stabg, (7), da Y ;_, c;oy fest bleibt, wenn schon jedes o fest bleibt.) Auferdem
muss man nur Erzeuger ermitteln, um G zu bestimmen. Dabei kann man abbrechen,
wenn die gefundenen Permutationen eine Gruppe der Ordnung m erzeugen, da fiir die
Ordnung der Gruppe |G| = [Q : Q] nach Theorem 3.4.5 gilt.

INPUT: Nullstellen «q,...,q, eines Polynoms f € Q[x];
primitives Element ~ = Zle C;(y; von Qf
OUTPUT: Galoisgruppe Gy zu ai,...,qp,

Galoisgruppe((a1,...,0n), ¥)

Gy =0

T := Transversale von Stabg, (1,...,s)

wahle P mit 77 = 47 und |P| = |77 # doppelte Bilder entfernen
P := {r € P|Bild(v,7,7) ist zu < konjugiert}

repeat

Wahle 7 aus P
for i in [ 1..n ] do
Q; = Bild(ai,T,'y)
end for
Wihle o € S, so, dass (aqo,...,0qpo) = (&1,...,05) ist
Gy := (Gy,0)
P := {r € P|Bild(y,7,7) #Bild(v,0,7) V 0 € G}
until |Gyl = [Q() : Q)
return Gy

Die passende Permutation zu einer gefundenen Bijektion ist leicht zu bestimmen. Man
muss dazu einfach die Verédnderung der Indizes nachvollziehen.
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In diesem Unterabschnitt war es wichtig sich zu iiberlegen, wie die Kérperautomorphis-
men realisiert werden. Da Gy nun konstruiert ist und Bild(«, 7,7) daher nur noch fiir
7 € Gy angewendet wird, kann stattdessen wieder kurz o notiert werden. Mit welcher
Funktion das Bild ermittelt wird, hat keine Bedeutung mehr.

5.3 Berechnung einer Korperkette

Fiir die Radikalerweiterung Q; = Q(v) wird jetzt eine Liste von Elementen i, ..., .
mit der Eigenschaft 8 € Q(f1,...,5;—1) bendtigt, wie sie in Definition 4.4.3 gefor-
dert ist. Dann ldge eine Korperkette vor, deren nichstes Glied stets durch Adjunktion
der Wurzel einer reinen Gleichung entsteht. Dies geschieht hier in zwei Schritten. Erst
wird mit Hilfe der Galoiskorrespondenz eine Korperkette bestimmt, deren einzelne Er-
weiterungsschritte zyklisch sind. Im Anschluss wird fiir jeden Erweiterungsschritt ein
spezielles primitives Element ermittelt, das Losung einer reinen Gleichung ist. Dieses
Vorgehen ist genau deshalb moglich, weil die Galoisgruppe auflésbar ist.

5.3.1 Primitive Elemente

Zu der auflésbaren Galoisgruppe G wird eine Kompositionsreihe
Gr=G>Gy>-->G, >Gyg =11} (5.2)

berechnet, deren Faktorgruppen G;/G;y; nach Abschnitt 2.2 Primzahlordnung haben.
Fir |G;/G;1| wird die Bezeichnung p; gewihlt. Es wird dieselbe Theorie wie zur Prii-
fung der Auflosbarkeit einer Permutationsgruppe verwendet (vgl. Abschnitt 5.2.1). Eine
Zusammenstellung algorithmischer Lésungsmethoden fiir Permutationsgruppen mit Be-
trachtung existierender Implementationen findet sich bei SERESS [28].

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 3.4.5, korrespondiert jede Untergruppe von G
zu einem Zwischenkorper von Qr/Q. Zu der Kompositionsreihe kann dem entsprechend
eine korrespondierende Korperkette bestimmt werden (vgl. Abbildung 5.1).

Um primitive Elemente der einzelnen Korpererweiterungen in der Kette zu finden, wird
auf Satz 3.4.7 zuriickgegriffen. Demnach erzeugen die Koeffizienten von

jo(x) = [ =" (5.3)

c€eqG;

den zu G; gehorenden Fixkorper K;. Die Koeffizienten eines Polynoms sind - bis aufs
Vorzeichen - die elementarsymmetrischen Funktionen in dessen Nullstellen. Bezeichnen
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Q= Ko = e Gy = {1}

Q=K e oG =GQ)

Abbildung 5.1: Korrespondenz zwischen Kompositionsreihe und Kérperkette

o1, ...,0, die Permutationen aus G; und s; die k-te elementarsymmetrische Funktion,
dann sind s;(77, ..., 7)), ..., s1(y7, ..., 77) die Koeffizienten von jg,, weshalb K; =

Q(31<7017 s 7’7@)7 o 81“(7017 s ,’)/Ul)) fOlgt

Aus Folgerung 3.4.6 ist bekannt, dass Gal(K;41/K;) = G;/G,y1 gilt, und der Grad [K;,1 :
K] entspricht nach dem Hauptsatz 3.4.5 der Ordnung der zugehorigen Galoisgruppe
und ist somit gleich p;. Eine Korpererweiterung von Primzahlgrad hat keine echten
Zwischenkorper, so dass fiir jedes § € K; — K; 1 bereits K; = K; 1(() ist. Ligen alle
Koeffizienten von jg, () in K;_1, konnten sie nicht K; erzeugen. Daher findet sich unter
den Koeffizienten mindestens einer, der sich als primitives Element eignet.

Als Funktion zur Bestimmung primitiver Elemente jeder Erweiterung in der Kérperkette
erhdlt man daraus:

INPUT: Kompositionsreihe Gfi,...,Gry1 von Gy,
primitives Element 7 von Qf
OUTPUT: Primitive Elemente von K; = Fixg,(Qy) beziiglich K;

Fixkérper (Gy,...,Gri1, )
K = Q
for i in [1..r] do
k=1
repeat
¢t = sp{oy| o€ Gim})
k := k+1
until ¢ ¢ K
Bi = ck
K = K(G;) # FixkSrper von Gt
end for
return fBi,...,0:
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Da das Polynom zur trivialen Gruppe = — 7 ist, gibt die Funktion als primitives Element
von K, /K, wieder v selbst zuriick. Es ist also K;11 = K;(;) und speziell 8, = v

5.3.2 Zyklische Elemente

Fiir jede Erweiterung K;.1/K; liegt mit (3; zwar ein primitives Element vor, aber im All-
gemeinen keines, das einer reinen Gleichung geniigt. Um ein solches zu ermitteln, muss
zusitzliches Wissen aus der Korrespondenz zwischen der Korperkette und der Kom-
positionsreihe genutzt werden. Aus Folgerung 3.4.6 ist bekannt, dass Gal(K;1/K;) =
G;/Gii1 gilt, womit die Erweiterungen in der Korperkette jeweils zyklisch vom Grad p;
sind.

Zyklische Korpererweiterungen vom Grad p konnen nach Satz 4.3.5 durch Adjunktion
einer p-ten Wurzel erzeugt werden. Dazu miissen aber die p-ten Einheitswurzeln im
Grundkoérper enthalten sein. Damit diese Voraussetzung stets erfiillt ist, soll an alle
Glieder der Korperkette eine primitive h-te Einheitswurzel (;, adjungiert werden, wobei
h das Produkt der in |G| vorkommenden Primfaktoren ist. Die Bezeichnungen werden

aus Abschnitt 4.2 iibernommen. Fiir den Parameter i sind @ = 5, und entsprechend

Um @f zu erhalten, faktorisiere man das h-te Kreisteilungspolynom ¢ iiber Q. Ein
irreduzibler Faktor sei mit ¢ bezeichnet. Dann ist @f = Q¢[z]/(¢) nach Lemma 3.1.8.
Es ist Grad(¢) = [Qy : Q] und insbesondere hat jeder irreduzible Faktor von ¢, den
gleichen Grad, da alle h-ten Einheitswurzeln in @ 7 liegen.

Jetzt wird betrachtet, was mit den einzelnen Korpererweiterungen in der Korperkette bei
Adjunktion von (, geschieht. Nach Lemma 3.4.8 ist Gal(K; ;/K;) einer Untergruppe
von Gal(K;1/K;) isomorph, wofiir nur die triviale Gruppe und die Gruppe selbst in
Frage kommen. Mithin ist jede der zyklischen Korpererweiterungen nach der Adjunktion
entweder noch vom Grade p; oder gar keine echte Erweiterung mehr. Der neue Grad wird
mit p; bezeichnet. Er ist genau dann 1, wenn 3; in K; liegt. In jedem Falle behalten die
Gleichungen K; 1 = K;(;),i = 1,...,r ihre Giiltigkeit.

Aus dem konstruktiven Beweis von Satz 4.3.5 wird ein Algorithmus deduziert, der aus
jedem der (3; ein erzeugendes Element von Kji; ermittelt, das einer reinen Gleichung im
Korper K; geniigt. Ein solches liefert die Lagrangesche Resolvente (¢, -), wenn ihr Wert
ungleich Null ist. Dabei erhdlt man eine p;-te Einheitswurzel (,, durch Potenzieren von
Ch mit l%

Nach Definition ist die Lagrangesche Resolvente eine lineare Abbildung von I?Hl in
sich selbst, deren Bild nach Satz 4.3.5 nicht {0} ist. Auf Grund der Linearitit existiert
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in einer beliebigen Basis ein Element, das nicht auf Null abgebildet wird. Betrachtet
man die Basis 1,3;,... ,ﬂfi_l, konnen daher nicht alle Potenzen von 3; im Kern der
Lagrangeschen Resolvente liegen. Beachtet man noch (¢,,,1) = 0, findet sich ein k mit
1 <k <p;—1und ({,, ) # 0. Fiir ein entsprechendes k ist ({,,, 5%) nach Satz 4.3.5

ein primitives Element von K,,,/K;, fiir welches (¢, BF)Pi € K} gilt.

INPUT: Erzeuger der Galoisgruppe einer zyklischen Erweiterung;
primitives Element der Erweiterung
OUTPUT: Zyklisches Element der Erweiterung

Lagrangesche_Resolvente(o, ()

p := o(o) # Ordnung von o
k:=0
repeat
k = k+1
(o, B) := Zi;(l;, C;,Ji(ﬁk) # (p: primitive p-te Einheitswurzel

until (o, B) # O
return (o, )

Bevor Lagrangesche_Resolvente auf alle Elemente der Korperkette angewendet wird,
bendtigt man Erzeuger von Gal(K1/K;) = G;/G;yq fiir i = 1,...,r. Diese sind beson-
ders einfach zu bestimmen, da jede Faktorgruppe G;/G;,1 Primzahlordnung hat. Somit
ist Gi/Gi—f—l = <O'Gi+1> fiir alle 0 € G; — Gz‘+1-

INPUT: Kompositionsreihe von Gy;
primitive Elemente der korrespondierenden Korperkette
QUTPUT: Zyklische Elemente der Korperkette

Zyklische_Elemente([ Gi,...,Gr11 1, [ B1,-..,0: 1)
for i in [ 1..r ] do
o := Erzeuger von G;/Giy1
w; := Lagrangesche_Resolvente(o, (3;)
end for
return wi,...,WwWr

Die reine_Gleichung, die w; iiber IN(,L erfiillt, sei 2P* — a; = 0. Nach Folgerung 4.3.3 ist
diese in K;[z] irreduzibel und zerfillt {iber K. in Linearfaktoren, da mit w; eine der
Nullstellen in l?iﬂ liegt. Somit ist @(wl, ...,w,) eine irreduzible Radikalerweiterung
iiber Q Gesucht wurde urspriinglich eine Radikalerweiterung iiber Q. Nun ist (, fiir
jedes h € IN nach Lemma 4.5.2 durch irreduzible Radikale darstellbar. Indem man den
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hier vorgestellten Algorithmus rekursiv benutzt, kann @ durch zyklische Elemente er-
zeugt werden. Fiir k € N ist £ > ¢(k) = |Gy, |, so dass im néichsten Rekursionsschritt
der Kreisteilungskorper zu einer kleineren natiirlichen Zahl durch zyklische Elemente
erzeugt werden soll. Die Rekursion endet, wenn Q selbst der Korper mit den bendtig-
ten Einheitswurzeln ist. Insgesamt ist dann Q;/Q als irreduzible Radikalerweiterung
dargestellt.

5.4 Darstellung der Nullstellen

Im letzten Schritt des Algorithmus erfolgt die Angabe einer irreduziblen Radikaldar-
stellung fiir die Wurzeln von f. Dazu wird eine Q-Basis aus den zyklischen Elementen
wi, ... ,w, gebildet. Diese wird einerseits fiir die Berechnungen als eine Menge von Ma-
trizen aus @ bendtigt und andererseits in Radikaldarstellung fiir die Ausgabe.

Die Darstellung fiir ;, durch irreduzible Radikale nach Lemma 4.5.2 wird im Folgenden
als bekannt vorausgesetzt. Fiir kleine Primzahlen p sind entsprechende Darstellungen
der p-ten Einheitswurzeln in der Tabelle 4.1 zu finden. Diese decken fast alle fiir die Im-
plementation momentan interessanten Félle ab. Induktiv ldsst sich zu jeder Zahl A € IN
eine Darstellung einer primitiven h-ten Einheitswurzel bestimmen. Dieses Vorgehens-
weise wurde schon im Beweis zu Lemma 4.5.2 verwendet.

Im Code der Funktion Basis wird unterschieden zwischen den Elementen als Matrizen
und in der Radikaldarstellung. Letztere wird mit ~ gekennzeichnet. Mit ihr konnen keine
Berechnungen durchgefiihrt werden.

5.4.1 Beispiel: Die Situation kann man sich am Rechnen in den komplexen Zahlen

verdeutlichen. Die imaginire Einheit i, oder auch /—1, ist ein Symbol, das wir zu
interpretieren gelernt haben. Im Computer kann man ¢ zum Beispiel als 2 x 2-Matrix
(_%) realisieren, denn es gilt C = {(_“bI;) | a,b € R}. Fiir die Ausgabe wiirde (_“bba) =
a(é(l)) + b(f)llo) dann zu a + bi.
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INPUT: Elemente wi,...,w,, fiir die wfiEEQ(wlp..,wﬁ4) gilt
QUTPUT: Eine Basis aus dem Input

Basis( wi,...,wr )
B :=(1) # das 1-Tupel mit der Eins aus @éf
for i in [ 1..r ] do
1 := Lénge von B
Wéhle c als Losung zu B = wfi # Koeffizientenvektor aus éy
Wi = R/eBi+ -+ B
# Erzeugen der neuen Basis:

for k in [ 1..p;-1 ] do # fir w; bis wf“q
for j in [ 1..11] # fiir alle bisherigen Basiselemente
Bjyn = Bjw}
Bjyp := Eﬁdﬁ # Verkniipfung ist Hintereinanderschreiben
end for
end for
end for

return ( B, B)

Die Radikaldarstellung By zum Basiselement 1 bleibt leer, da nur der Koeffizient vor
1 interessiert. Im obigen Beispiel zu den komplexen Zahlen wird auch nicht al + bi,
sondern nur a + bi ausgegeben.

Die zuriickgegebene Basis B lisst sich als {w'...w | 0 < e; < p;} schreiben. Ersetzt
man eines der w; durch eines seiner Konjugierten, gehen auch die Basiselemente in
Konjugierte {iber. Demnach kann man die in B auftretenden Wurzeln als jede beliebige
Losung der entsprechenden reinen Gleichung interpretieren.

Fiir jede Nullstelle o; von f kann man nun die Gleichung
Q,; = CiBl + CéBQ + -+ CTB|B|B|

iiber @ 16sen, wobei die B; die Basiselemente aus B bezeichnen. Sind dazu passend EZ
die Symbole der Basis in Radikaldarstellung, so ist

ciﬁl + c’éEQ +---+ ch|§|B|

die angestrebte Radikaldarstellung von «;. Da f irreduzibel ist, steht nach Satz 4.4.9
jede der Darstellungen fiir alle Nullstellen von f. Die Anwendung eines Elements der
Galoisgruppe G; entspricht einer Neuwahl der Werte der Wurzeln.
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5.5 Notation

f normiertes, irreduzibles Polynom aus Q|x]

n  Grad von f

«; Nullstelle von f

Gy Galoisgruppe als Permutationsgruppe auf den Wurzeln von f
Li Qag,...,q)

~;  primitives Element von L;, L; = Q(7;)

M; Matrixdarstellung von -;

g;  Minimalpolynom von ~; iiber Q

Qs Zerfillungskorper von f, Qf = Q(ay, ..., ay)

s min{i | L, = Qy}

v primitives Element von Q/Q, v =>__, ¢iag,¢; € N
m  Grad von Qy iiber Q, m = [Qy : Q]

r  Lénge einer Kompositionsreihe von G

G; i-te Gruppe der berechneten Kompositionsreihe

K; Fixkérper zu G;, K; = Fixq, (G})

pi  Grad der Erweiterung K;1/K;, p; = [Kiy1 @ K]

B;  primitives Element von K, 1/K;, Kiv1 = K;(5;)

h  Produkt der Primfaktoren von |G|

(r  primitive h-te Einheitswurzel

Q Q&)

Ki  Ki(Cn) N N

pi Grad der Erweiterung K1/ K;, p(i) € {1,p;}

w;  primitives Element von l?iH / K; mit wf e K,

a; WP

B Basis von @f aus wi,...,wy,, B={w...w|0<e <p;}
B; Elemente aus B
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Kapitel 6

Implementation und Laufzeiten

Nachdem im letzten Kapitel der theoretische Ablauf des Algorithmus prasentiert wur-
de, wird hier dessen Umsetzung in die Praxis behandelt. Der erste Abschnitt stellt die
Implementation in GAP [32] vor, wihrend der zweite Laufzeiten fiir Polynome mit ver-
schiedenen Galoisgruppen beinhaltet.

6.1 Das GAP-Paket RADIROOT

Wie bereits erwahnt, wurde der Algorithmus aus Kapitel 5 im Computer-Algebra-System
GAP implementiert. Die Implementation liegt als Programm-Paket RADIROOT [10] vor,
das auch auf der beiliegenden CD gespeichert ist. Hier soll die vom Paket zur Verfiigung
gestellte Funktionalitéit erlautert werden.

6.1.1 Funktionalitat

In der Hauptfunktion RootsOfPolynomialAsRadicals() wurde der Algorithmus aus
Kapitel 5 umgesetzt. Zu einem irreduziblen Polynom aus Q[z] wird eine irreduzible
Radikaldarstellung der Nullstellen ausgegeben. Als Zwischenergebnisse der notwendigen
Berechnungen werden der Zerfillungskorper und die Galoisgruppe auf den Nullstellen
des Polynoms bestimmt.

Es existiert eine weitere Version dieser Funktion, Roots0fPolynomialAsRadicalsNC(),
die nicht als ersten Schritt die Auflosbarkeit der Galoisgruppe des Polynoms iiberpriift.
Der Grund dafiir ist, dass der zur Bestimmung des [somorphietyps verwendete Befehl
GaloisType () zur Zeit nur fiir Polynome funktioniert, deren Grad kleiner oder gleich
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15 ist. In RootsOfPolynomialAsRadicalsNC() geschieht die Uberpriifung erst, nachdem
die Galoisgruppe als Permutationsgruppe auf den Wurzeln realisiert wurde. So kdénnen
auch Polynome hoherer Grade, wie z.B. ¢;7 (siehe Tabelle 4.1) behandelt werden.

Einzelne Schritte der Berechnungen sind auch als eigenstindige Funktionen aufzuru-
fen. So lasst sich mit SplittingField() der Zerfallungskorper eines irreduziblen Poly-
noms aus Q[z] bestimmen. Zudem gibt GaloisGroupOnRoots () eine Liste der Nullstellen
ai, ..., aq, des Polynoms als Matrizen, sowie die zur Nummerierung in der Liste passende
Galoisgruppe als Permutationsgruppe auf {1,...,n} zuriick. Fiir Polynome, deren irre-
duzible Faktoren hochstens den Grad 15 haben, ermittelt IsSolvablePolynomial(),
ob alle Nullstellen durch Radikale darstellbar sind.

6.1.2 Umsetzung des Algorithmus

Bei der theoretischen Darstellung des Algorithmus wurde Wert darauf gelegt, die prak-
tische Umsetzung nicht aufter Acht zu lassen. So wurde beschrieben, wie fiir die Elemen-
te der Korpererweiterungen zwei verschiedene Darstellungen eingesetzt werden. Beim
Rechnen mit Matrixkérpern kommt dabei das Paket ALNUTH [3] zum Einsatz. Um
beim Faktorisieren von Polynomen die im Abschnitt 5.1.4 beschriebene Methode nutzen
zu konnen, wird ALNUTH zudem in seiner Funktion als Interface zu KASH, der Shell
des Computeralgebrasystems KANT [9], verwendet. In KANT ist das Verfahren aus [4]
bereits integriert.

Ein Trick, der in Spezialfillen das zu behandelnde Problem stark vereinfacht, beruht
auf der in Bemerkung 4.1.1 beschriebenen Transformation. Danach kann jedes Polynom
f(x) eindeutig in ein Polynom gleichen Grades iiberfiihrt werden, dessen zweithochster
Koeffizient Null ist. Die Nullstellen der beiden Polynome unterscheiden sich dann nur
um eine Konstante. So lisst sich eindeutig feststellen, ob man f(z) als g((z — a)*) mit
einem k > 1 schreiben kann. Falls ja, wird der Algorithmus auf g angewendet und
dessen Nullstellen (,..., 5, ermittelt. Je & Nullstellen von f sind dann durch /0; + a
fir i € {1,...,1} gegeben.

Implizit wurde bei der Anwendung von GaloisType() Nutzen aus der Klassifikation
transitiver Untergruppen der S,, gezogen. Hat man zumindest die maximal auflosbaren
dieser Gruppen (siehe Abschnitt 2.4) und damit ihre Ordnungen, kann man z.B. die
Konstruktion des Zerfiallungskorpers abbrechen, wenn der Grad der Erweiterung keine
dieser Ordnungen teilt. Der Vorteil der Funktion RootsOfPolynomialAsRadicalsNC()
ist dagegen, dass sie ohne jedwede Kenntnis von Untergruppen der .S,, auskommt.

Bei der Umsetzung des Kreisteilungskorpers werden je nach vorgegebenem Polynom
f € Qlx] verschiedene Methoden benutzt. Ist [Q : Q] = [Qf : Q], so wird Q realisiert,
indem eine QQ-Basis von QQ; nun als Q-Basis betrachtet wird. Dabei findet fiir ) der in
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GAP bereits vorhandene Kreisteilungskorper Verwendung. Ist dagegen @f = Qy, wird
die benotigte Einheitswurzel aus Qs bestimmt, und ist damit als Matrix dargestellt. Im
letzteren Fall Koeffizienten aus den Kreisteilungskorpern von GAP zuzulassen, wiirde zu
Widerspriichen fiihren, weil der entstehende Matrizenring nicht mehr nullteilerfrei und
daher kein Korper wire. Da die Situation fiir die Primteiler von h einzeln betrachtet
werden kann, kommt man mit diesen beiden Féllen aus, solange Q; N Qy ein Kreistei-
lungskorper ist. Zerfillt aber fiir eine Primzahl p mit p | A das Kreisteilungspolynom
¢p lUber Q; in nicht-lineare Faktoren, so ist keine der bisher aufgefiihrten Methoden
anwendbar. In diesem Fall startet der Algorithmus neu. Dabei wird als Grundkérper
Q statt @ benutzt und als Matrixkorper dargestellt. Uber dem Zerfallungskorper Q I
der Matrizen der Dimension [@ 7 Q] enthilt, zerfallen dann alle Kreisteilungspolyno-
me ¢, mit p | h in Linearfaktoren. Die benttigte Einheitswurzel liegt damit als Matrix
vor. Der Nachteil dieser Methode im Vergleich zu den vorher angefiihrten ist die héhere
Dimension der Matrizen.

6.1.3 Analyse der Laufzeiten und Schwachstellen

Von vorrangigem Interesse bei der Anwendung der Implementation ist deren Prakti-
kabilitdt. Deshalb werden eine Reihe von Erfahrungswerten aus Testlaufen présentiert,
die zeigen, wann eine Nutzung des Paketes RADIROOT sinnvoll ist. Die Laufzeiten fiir
Polynome mit unterschiedlichen Galoisgruppen sind im néchsten Abschnitt als Tabelle
aufgelistet.

Theoretisch ist der zeitbestimmende Schritt die Faktorisierung des Eingabepolynoms
iiber dem Zerfallungskorper. Wie komplex diese Faktorisierung genau ist, hingt von der
Form des definierenden Polynoms ab. Wiinschenswert wére ein moglichst kleiner Be-
trag dessen Diskriminante. Das definierende Polynom des Zerfallungskorpers ist gleich
dem Minimalpolynom des primitiven Elements, dessen Gestalt durch die Methode in
Primitives_Element () bestimmt wird. Unter zur Hilfenahme des LLL Algorithmus
(siehe |7, 4.4.2]) lieke sich zumeist ein besseres primitives Element aus dem berechneten
ermitteln. Bei Tests mit dieser Variante stellte sich aber heraus, dass sie die zeitaufwen-
digere Alternative ist. Sie beschleunigt zwar das Faktorisieren, braucht aber zu lange,
um iiberhaupt ein geeignetes, definierendes Polynom zu bestimmen.

Da fiir das Faktorisieren auf KANT zuriickgegriffen wird, ist dies in der Implementation
selten die am ldngsten dauernde Berechnung. Am ehesten ist das fiir Polynome héherer
Grade der Fall, wie etwa im Beispiel zur Gruppe Ty9 vom Grad 12 (vgl. Abschnitt 6.2).
Die zweite Berechnung, die als zeitintensiver Schritt auftritt, ist die Bestimmung des
Minimalpolynoms zum primitiven Element des Zerfillungskorpers. Die Suche danach
ist exponentiell in der Ordnung der Galoisgruppe. Wenn dagegen der Grad [Qf : Q]
grofs ist, braucht zumeist das Ermitteln einer Darstellung der Wurzeln von f beziiglich
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einer Radikalbasis von Q s am lidngsten. Dies tritt auf, falls die Ordnung der Gruppe
relativ grofe Primfaktoren hat, zu denen die Einheitswurzeln nicht schon in Q; liegen.

Eine spezielle Schwachstelle wurde bereits in Abschnitt 6.1.2 angesprochen. Ist Q, N Qy
kein Kreisteilungskorper, wird der Algorithmus mit @, als Grundkorper neu gestartet.
Wie sehr dies die Laufzeiten fiir Polynome mit ansonsten dhnlichen Voraussetzungen
beeinflusst, demonstriert die letzte Tabelle im Abschnitt 6.2.

Letztlich beeinflusst natiirlich auch die Grofe der Koeffizienten, beziehungsweise der
Diskriminante des Polynoms die Laufzeit.

6.2 Laufzeiten fiir transitive, auflosbare Gruppen

In diesem Abschnitt findet sich eine Liste mit transitiven, auflosbaren Untergruppen der
S, fiir n < 15 sowie zu jeder der Gruppen ein Polynom aus Q[z], das diese Gruppe als
Galoisgruppe besitzt. Dabei wird dieselbe Nummerierung fiir transitive Gruppen wie in
GAP [32] verwendet. Néhere Angaben zu den jeweiligen Gruppen entnimmt man der
Arbeit von CONWAY, HULPKE und McKAY [8].

Die ersten Spalten der Tabelle sind ein Auszug der im Anhang des Buchs von MALLE
und MATZAT |23| befindlichen Liste mit Beispielpolynomen, ergénzt um die Ordnung
der Gruppe und die Anzahl der Adjunktionsschritte bei der Konstruktion des Zerfil-
lungskorpers.

Die Laufzeiten in der letzten Spalte beziehen sich auf die Anwendung der Funktion
RootsOfPolynomialAsRadicalsNC() auf das Beispielpolynom. Die Berechnungen hier-
zu wurden unter SUSE 9.1 mit der Version 4.4.4 von GAP auf einem Pentium 4 Prozessor
mit 3,2 GHz und 2 GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt und zur Kontrolle auf einem zwei-
ten, gleichartigen Rechner wiederholt. Angegeben ist jeweils der Mittelwert aus den
beiden Durchliufen.

Zur Bestimmung der Laufzeiten wurde auf Vereinfachungen aus Zusammenh#ngen der
Form f(z) = g(«*) (vgl. Abschnitt 6.1.2) verzichtet, um den Algorithmus tatséichlich
fiir die angegebenen Galoisgruppen auszufiihren.

Name |T;| s Beispielpolynom Laufzeit
Grad 2
T Oy 2 1 224+z+1 0,019
Grad 3

T2 Sg 6 2 1'3 —x—1 0,080
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Name |T;| s Beispielpolynom Laufzeit
7 O 3 1 23 —a22—-22+1 0,054
Grad 4
Ts Sy 24 3 zt—ax+1 1,704
T, A, 12 2 2* =223 + 222 +2 0,514
T3 D4 8§ 2 .T4—$3—$2+$+1 0,168
T V 4 1 2t —22+1 0,102
T Cy 4 1 2*+22+22+2+1 0,077
Grad 5
T  Fy 20 2 2+t +22 +4? +x+1 7,695
T, Ds 10 2 2°2—23—222—-22—1 0,485
Ty,  Cs 5 1 2°+a*—42® — 322+ 32 +1 0,332
Grad 6
Ti3 C’g.D4 72 4 24— —ax+1 3:08:00,550
Ty, Coyx Sy 48 3 a8+ a2°+22* +20° + 222+ 20+ 1 4:08,367
T C2.0, 36 3 a8 +ad+at+ad—42%+5 2:46,849
T, C2.C? 36 3 28— 2z% — 423 4+ 62° + 42 — 1 2:32,365
Ts  Syi/4 24 2 25 422° —a* — 4P + T2 — 4+ 1 8,327
T,  Si/Vi 24 2 285 —2%2-1 1,683
T Cox Ay 24 3 25425 —203 422 —1 3,523
Ts CyxS3 18 2 a4+t —a® —222 +2+1 1,431
T, A, 12 2 254 2% —22%2 -1 0,475
Ts Dg 12 2 2542 —223 422 —2+1 0,481
T, Ss 6 1 25+a5+42* +23 4222 20 +1 0,183
T Cs 6 1 28+ +at+234+224+2+1 0,107
Grad 7
T, Fyp 42 2 274228 —22° — 2t +62% — 2+ 4 3:36:47,351
Ty Fy 21 2 2" —8z° — 2z* + 162 + 622 — 62 — 2 2:03:506
T, Ds 14 2 27425 +225 +423 + 220+ 1 7,533
T, Oy 7 1 27— 2% —122° + Tat + 2823 — 1422 — 9z — 1 1,081

Fiir die bis hierhin angefiihrten Grade ist die Aufzdhlung der auflésbaren, transitiven
Gruppen vollstindig. Die weiteren Angaben beschrénken sich auf Gruppen, deren Ord-
nung kleiner als 100 ist, da die Berechnungen dariiberhinaus unpraktikabel beziehungs-
weise mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht zu bewéltigen sind. Trat dieser Fall
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bei einem der angegebenen Beispiele auf, wurde die Laufzeit mit -’ gekennzeichnet. Die
Polynome der Grade 13,14 und 15 wurden aus der Datenbank [20] von KLUNERS und
MALLE entnommen, wobei jeweils das Polynom mit dem kleinsten Betrag seiner Dis-
kriminante gewiihlt wurde. Zusitzlich wurden einige Polynome der Form 22 +a,a € Z
durch weniger triviale Beispiele aus der Datenbank ersetzt.

|T;| s Beispielpolynom Laufzeit
Grad 8
Tz 96 3 284+ 27 +220 —32° — 23 + 1022 + 72+ 3 51:39:34,345
Tss 96 3 28 — 427 + 425 + 142* — 2822 + 28 29:11:10,620
Ty, 96 3 2%+ 20+ 32244 13:44:50,790
Ty, 64 3 28 —32% —4a® +2* 4623+ 722 +4x+1 43:39.630
Tso 64 3 2%+ 27 +220 4525+t 4523 +222 2 +1 1:42:28,013
Tog 64 3 2% —af—at4+22+1 29:36.450
Tog 64 3 2% —2%—62%+5 40:27,758
To; 64 3 28 —325 +42* — 523 + 322+ 1 1:10:18,306
Tose 64 3 2®+27+320 —2? —23 — 72?442 -1 2:09:01,655
Tos 56 2 2% — 427 4+ 825 — 625 + 22 + 62 — 322+ +3 14:15:13,172
Toy, 48 3 28420 —22° 4% — 223 + 22+ 1 20:32,450
Tos 48 2 28427 —220 — 221 + 923 — 322+ 22 + 1 49:10,578
Too 32 3 a%—2*+4 12,578
Toy 32 3 2%+22%—42%+2 32,938
Too 32 3 28 —32"74+122° — 112* — 1223 + 2022 + 32 + 1 2:34,539
T 32 2 28+4z* —42%+1 1:05,522
Tis 32 2 28 —225 —32% + 422 + 16 8,466
Ty 32 2 2% —4ab 422 — 423 + 922 — 4o + 1 11:01,457
Tie 32 3 a8 —32"+32% —a®+52t —a% — 222+ 20+ 1 2:05,728
Tis 32 2 28 -20" 4328 —22° — 63 + TP +4x + 1 1:12,852
Tia 24 2 28— 26 —3xt4+42%2+4 15,012
Tiz 24 2 2842264324 —322+1 12,011
Tio 24 2 2849254 232% + 1422 + 1 19,403
Ti1 16 2 28— -2 +422+a+1 3,607
To 16 2 28—225—z%4+722—bx+1 3,171
Ty 16 2 2% +220% -5z 4222 +1 1,187
Ty 16 2 2% —227 +225 + 2% + 523 — 72?2 — 60+ 1 3,779
T 16 2 2% —52% +152* — 152% — 522 + 152 — 5 3,234
Ts 16 2 2%—32° —2*+323+1 3,421
T 8 1 2%+ 122°+362* + 3622 +9 0,288
T 8 1 28425 -3t +22+1 0,337
T3 8 1 28—2*+1 0,259
T 8 1 a8—a"+2°—a*+22—z+1 0,317
T, 8 1 28427 — 725625+ 152* + 1023 — 1022 — 4z + 1 0,167
Grad 9
Tz 81 3 z°—428— 227 4 2220 — 1425 — 2221 4+ 2023 + 222 — 5z + 1 11:16:50,092
Ti6 72 3 2% —227 - 325 4+ 2® +at -3+ -1 19:31:54,390
Tis 72 2 29 —7227 + 146425 — 9602* — 89282°% + 1344022 — 20642 — 2560 9:42:04,287
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|T;| s Beispielpolynom Laufzeit
Tia 72 2 29—122°5+ 1322 — 128 2:56:36,155
Tis 54 3 a°—ab—22341 2:43,406
Tio 54 2 29—22% — 42"+ 92 + 172* +122° — 22 — 4z — 1 34:28,519
Ty, 54 2 2°—3254323+8 1:12,470
Tio 54 2 a9 —2" —228 + 32+t + 223 — a2 +2 -3 42:48,080
Ty 36 2 2% — 328 + 327 — 1525 4+ 332% — 32* + 2423 + 622 — 4 3:44,542
Ty 36 2 29— 284328+ a2t +323 422241 2:37,351
1% 27 3 29 —32% — 1527 + 5125 + 392° — 2192* + 8123 + 20422 — 1322 — 8 1:45,859
Ts 27 3 29— 2127 — 725 4+ 1262° 4 422 — 27323 — 6322 4+ 1892 + 7 2:10,973
Ts 18 2 2% —32% 323 -1 2,397
T, 18 2 2% —62%—162% -8 1,760
Ty 18 2 2%+ 28 + 328 4+ 323 — 322 + 52— 1 6,935
Ty 9 1 2%—1527 + 428 + 5425 — 122 — 3823 + 922 + 62 — 1 0,968
A 9 1 29428 -8z — 728 +212% + 152* — 2023 — 1022 + 5z + 1 0,294
Grad 10
Tx 80 4 20— 42% 4226 4 50* — 222 — 1 8:39:09,839
Ts 50 2 10— 2%+ 327 — 328 + 2% + 50t — 23+ 202+ 32+ 1 15:58,994
Ts 40 2 219 —22% — 26 £ 52% — 52?4+ 3 11:50,339
T, 20 2 210422254 3,623
T 20 2 210 —229 4228 — 227 + 220 — 25 + 32 — 423 + 2%+ 1 14,775
T, 10 1 20— 228 4 728 + 412* + 10322 + 47 2,108
T, 10 1 294294+ 28 +2"+28 42+t 4+ +22+2+1 0,413
Grad 11
Ts 55 2 ™ —332° + 39627 — 20792° + 445523 — 2673z — 243 47:02:40,389
T, 22 2 o't — 210 4 529 — 428 4+ 1027 — 626 + 112° — Ta* 7:04,509
4923 — 42?2 + 2z + 1
Ty 11 1 2"+ 29— 102° — 928 + 362" + 2825 — 562° — 3524 29,186
+352% + 1522 — 62 — 11
Grad 12
Teo 96 4 22 —3210 228 4925 — 522 +1 51:57:02,780
Tes 96 2 212+ 2194+62%4+32% +62* + 22 +1 97:53:04,176
Ter 96 2 z'2—28—28—2*+1 6:42:37,892
Tse 96 2 224620 +1228 +826 -3 63:41:56,339
Tes 96 2 x'?2 —3z2%+4 81:17:22,602
Tes 96 2 22 —28 4924 -1 62:29:53,912
T3 96 2 22— 620+ 1042% +932* + 1822 + 4 78:43:51,349
Tea 96 2 z'2+62'0 — 1042 + 93z* — 1822 + 4 89:12:26,371
Ter 96 3 2'2-32%—1 18:49:41,319
Teo 96 3 x'2 —142% —72* +4 77:08:26,132
Tso 96 3 226210 + 628 — 425 — 324 +3 32:34:10,772
Tss 96 4 22— 1228 — 142% + 924 + 1222 + 1 53:21:48,697
Ts; 96 3 x'2—692'0 —20912% — 757125 4 134691x* + 96026722 + 1545049  27:09:45,061
Tsse 96 3 a2 —2210 426 22241 43:31:04,459
Tss 96 3 x'2 — 3020 4 3482% — 19602% + 55052 — 705022 + 3025 38:47:40,447
Ts4 96 3 22 —628+92%+12 3:08:56,192
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|T;| s Beispielpolynom Laufzeit
Tss 96 3 22 +228% — 1625 + 427 +38 21:29:19,687
Tso 96 4 x'24122*—12 3:08:00,669
Ts; 96 4 224628 +92% +3 8:12:12,529
Tso 96 4 z'2-32*+6 47:34:53,017
Tio 96 2 224328 —426 —32% -1 90:21:39,951
Tys 96 3 a2 —a84+3z%2+1 3:24:33,654
Tyr 72 3 212 — 6210 4 202° — 7227 4 12826 — 962° + 4522 23:44:43,872
—8x3 — 1822 + 122 — 2
Tye 72 3 2241220 — 192° + 5428 — 17127 + 16925 — 51325 7:55:01,010
+4472* — 57323 + 54922 — 180z + 16
Tys 72 3 2'2-32% —182% — 2425 — 925 + 692t — a3 + 3z — 1 19:53:34,759
Tay 72 2 22 _-625—-102° -6 20:36,003
Tus 72 2 22 —62% 41025 + 423 + 2 20:57,049
Ty 72 2 a2 —2847 5:16:13,554
Ty 72 3 22 —29-926 2341 4:46:03,294
Tw 72 3 227210424428 — 3625 4+ 242* + 1322 + 1 40:36:38,905
Tz 72 3 2252345 24:48,984
Tss 72 2 22 425-3 1:17:39,982
Ty 72 3 2242549 14:52,306
LT 72 2 2229 —a2f 2341 14:33,138
Tys 72 2 a2 —2%—ab—a3 41 14:38,622
Tyy 72 3 x'2 412210 4+ 5428 + 10825 + 81z* + 16 4:57:41,016
T39 48 2 P2 47210 — 8 — 930 —pt 472 41 3:33,938
Ty 48 2 x'2 — 3020 4 3432 — 186025 + 47602* — 460022 + 225 54:01,975
Tso 48 3 z'2 — 7210 — 1428 + 11525 — 702* — 17522 + 125 26:25,400
Tog 48 3 2'2 — 4528 + 5025 + 2252* — 37522 + 125 10:44,144
Tos 48 2 P24t — 10 949 48 4 4xT 4 225 — 725 + 5ot 7:36,610
+z —32%2+1
Ty 48 2 2'?2 + 12219 4 6828 + 22025 + 3922* + 36022 + 148 1:30:22,678
Togs 48 2 2'2—928 — 826 —92* +1 2:43,264
Tos 48 3 224528 +62% +1 3:12,624
Toy 48 2 z'2 44210 4728 4425 — 2% — 222 + 1 41:02,399
Tos 48 2 z'?2—42* 44 1:00,810
Tho 48 2 2 — 5210 4 748 — 627 — 1728 — 625 + Tt —Ba? + 1 27:23,796
Tor 48 3 224328 —42432* +1 14:43,692
Too 36 2 2'2— 429 4+ 7228 — 8427 4 23625 — 1442° + 3242* 21:42,525
—19223 + 722 + 8
Tig 36 2 22 -2z 44210 4 2% 4+ 528 4+ 827 + 5325 + 4445 11:33,085
+59z% + 1923 + 1322 + 5z + 1
Tis 36 2 2'2—-42%5+16 28,297
Ty 36 2 x'? 4428 + 420 + 52t + 1222 + 2 7:33,475
Tie 36 2 22—-2644 30,861
Tis 24 2 24521 49210 4329 — 928 — 627 + 2125 + 5025 + 572 58,949
+4123 + 2022 4+ 62 + 1
Ty 24 2 z'2-925427 9,829
Tis 24 2 z'2-102% — 1225 — 423 — 2 6,601
Tio 24 2 2242027 8,835
T 24 2 z241025+5 5,085
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|T;| s Beispielpolynom Laufzeit

Tio 24 2 22 — 42" + 4210 4 427 — 82% — 427 + 625 4 82° + 27 44,831
—8z% — 222 + 4z + 2

Ty 24 2 22 43284425+ 32 + 1 8,368

Ty 24 2 22— 6219 — 8% 4+ 928 + 1227 — 202° + 92* — 2423 — 4 2:58,866

T~ 24 2 2244210 — g8 — gt 442241 8,357

T 24 2 224220 — 628 +225 — 62 4+ 222 + 1 22,183

Ts 12 1 2'? —80x'0 4 18202% — 136802° + 29860x* — 2720z2 + 32 2,798

Ty 12 1 2'? + 628+ 262% — 632* + 16222 + 81 3,779

Ty 12 1 z?2+36 0,512

T, 12 1 z2—2541 0,515

Ty 12 1 22—z 4210 29428 2"+ 28 — P+t — 23422 —2+1 0,427

Grad 13

Ts 78 2 133212 £ 821 — 11210 + 172 — 1928 + 3027 + 326 —
—432% + 95z* — 2423 — 922 4 38z + 25

Ty 52 2 2B 41320 — 2628 + 1327 + 5226 — 392* + 2622 + 13z + 2 -

T3 39 2 28— 39z +4682% — 198927 — 50728 + 28862° + 14432 -
—62423 — 2342° + 3

Ty 26 2 23— 6212 + 102 — 16210 + 222° — 1928 + 1127 — 526 51:20,143
—2% 455t — 43 + 22— 1

T 13 1 283 — 212 — 242 + 19219 + 1902° — 11628 — 60127 + 24628 13:32,327
473825 — 2152 — 29123 + 6822 + 102 — 1

Grad 14

Tx 98 2 !4+ 28zM 4 28210 — 2829 + 1402® + 36027 + 1472 + 19625 -
+3362* — 54623 — 53222 + 896z + 823

1% 84 2 M — 2 44212 — 52t 4+ 11210 — 142° + 2128 — 3327 + 3026 -
—2925 + 2924 — 823 + 1322 —z + 1

Ts 56 2 x4+ 132" 4+ 3120 — 928 — 5446 — 324 + 2322 — 1 1:17:29.895

Ts 42 3 ' — 6213 418212 — 182 + 12210 — 5427 + 27028 — 20227 7:55:01,010
+24425 + 3902* + 12823 + 1622 — 8z + 2

Ty 42 3 M4+ 42" + 4212 + 42 4 24210 + 3327 — 928 — 327 + 672 4:34:23,931
+222° — 72x* — 4223 + 72% + 102 + 9

Ty 28 2 M 42218 45212 4 2210 — 429 + 228 — 427 + 325 — 4a° + 32 4:30,533
—3 4222 —x+1

T, 14 1 2™+ 822 4+ 22210 4 828 — 5520 — 48z* + 6422 + 71 30,620

Ty 14 1 z' — 28 - 1322 + 122" + 662'° — 5527 — 16528 4 12027 13,823
+2102°% — 1262° — 1262* + 5623 + 2822 — Tz — 1

Grad 15

Ty 75 2 2'® —4702'3 — 305212 + 718402 + 85357210 — 42927002° — 371480528 98:53:49,110
+119761820z7 4 2528449526 — 154219015425 + 717324725z%
+7178878600z3 — 545295387522 — 7998223215z + 4461221029

Ty 60 2 2 462 +9213 — 1322 — 5221 — 78210 — 7827 — 2628 6:47,859
+3927 + 7825 4+ 912° + 652* + 3923 + 1622 + 5z + 1

T 60 2 2 -2z 42213 — 221 4 6210 4 72 + 228 + 27 4 526 — 320 15:16,223
=3zt +62% + 222 +1

Ts 60 2 x'°—30z'°— 3708z — 2 12:48,723
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|T;| s Beispielpolynom Laufzeit

T, 30 2 2P — Tz +192" — 1622 — 152 + 102" + 6027 23:58,598
—10228 4+ 8127 — 4225 4 1225 + 112* — 2123 + 1422 — 5z + 1

Ty 30 2 ' — 52 — 812 — 202" — 8210 + 92° + 28 19:22,097
—427 + 3028 — 5525 — 4a* + T3 4+ 822 + 4z + 1

Ty 30 2 2P+ — 10213 + 3212 4 2821 — 39210 + 2929 — 4228 32:41,354
+4327 4+ 192% — 3925 + 1032* — 8223 + 4022 — 9z + 1

T 15 1 %5 — 2 — 14213 4+ 13212 + 782! — 66210 — 22022 + 16528 19,046

433027 — 21025 — 25225 + 1262* + 8423 — 2822 — 8z + 1

In den Abschnitten 6.1.2 und 6.1.3 wurde angesprochen, dass die Realisierung des Kreis-
teilungskorpers im Algorithmus deutliche Auswirkungen auf dessen Laufzeit hat. Die
Konsequenzen werden hier fiir die 281 Polynome vom Grad 5 aus [20] mit der affinen
Gruppe Fy (vgl. Beispiel 2.4.7) als Galoisgruppe vorgestellt. Die Primfaktoren in der
Ordnung der Galoisgruppe |G¢| = 20 sind 2 und 5. Entscheidend ist daher, wie sich
¢5(z) = 2* + 2% + 22 + x + 1 iiber dem Zerfillungskérper Q; verhilt. Dabei treten alle
drei wesentlich verschiedenen Umsetzungen des Kreisteilungskorpers auf:

1. Ist ¢5 auch iiber Qs irreduzibel, dann wird fiir die primitive 5-te Einheitswurzel

(5 die in GAP vorliegende Darstellung verwendet. In @f liegen dann (20 x 20)-
Matrizen mit Eintrigen aus Q5.

2. Liefert das Faktorisieren von ¢5 iiber Q¢ zwei quadratische Faktoren, dann startet

der Algorithmus mit Q = Q5 als Grundkérper neu. Man erhilt [Q; : I¥ Q] = 10, was
insgesamt zu Matrizen der Dimension 40 mit Eintrdgen aus Q fiihrt.

3. Zerfdllt ¢5 in Linearfaktoren, so ist Qs D Qf und (5 ist als Matrix vorhanden.

Damit gilt @f = @y, so dass in einem Matrizenkorper der Dimension 20 iiber Q
gerechnet wird.

# Faktoren von ¢ # Polynome durchschnittliche Laufzeit

1 81 20,156
2 183 3:50,375
4 17 3,377

6.2.1 Bemerkung: Es sei noch angemerkt, dass der in diesem Beispiel hiufigste Fall,
der ja gerade der langsamste ist, bei den meisten der weiter oben angefiihrten transitiven
Gruppen gar nicht auftreten kann. Zwei einfache Argumente schrianken die mdoglichen
Kandidaten bereits stark ein. Zunéchst muss ein Primteiler p von h (dem Produkt der
Primfaktoren in |G|) existieren, der grofer als 3 ist, damit ¢, in nicht-lineare Faktoren
zerfallen kann. Desweiteren muss ggT(p — 1,h) # 1 gelten, um dies auch iiber Q; zu
ermoglichen. Wegen der Grade der Korpererweiterungen gilt ansonsten Qf N Q, = Q.



Kapitel 7
Beispiele

Der Ablauf des Algorithmus soll an drei Beispielen verdeutlicht werden. Auch wenn die
Anwendung der Implementation erst fiir Polynome der Grade 5 und hoher zweckmifig
ist, werden hier der Einfachheit halber zunédchst zwei Polynome vom Grad 3 ange-
fiihrt. Es existieren zwei transitive Untergruppen der S3. Dies fiithrt zu verschiedenen
Moglichkeiten fiir die Galoisgruppe eines kubischen Polynoms. Betrachtet werden zwei
Polynome, deren Galoisgruppe iiber @ die symmetrische Gruppe S5 ist. Uber dem Er-
weiterungskorper von Q, der die sechsten Einheitswurzeln enthilt, ist die Galoisgruppe
dagegen in einem Fall die Aj.

Danach wird das Polynom f(z) = z° — 23 — 222 — 22 + 1 untersucht, bei dem die
Anwendung des Algorithmus notwendig ist und die Berechnungen noch darstellbar sind.

Es wird die im Abschnitt 5.5 aufgefiihrte Notation benutzt.

7.1 f(z)=2°+22% -5

Die drei Nullstellen ay,as, a3 von f(z) = 2% + 22?2 — 5 sollen als Wurzelausdriicke
dargestellt werden. Als erstes wird festgestellt, dass f tatséchlich irreduzibel ist.

Da die Diskriminante von f kein Quadrat ist, muss die Galoisgruppe die S3 sein. Als
nachstes stellt der Algorithmus die Auflésbarkeit der Galoisgruppe fest und berechnet
die Kompositionsreihe

Ss > Az > {1} (71)

Nun wird der Zerféllungskorper erzeugt. Als erstes entsteht L, = Q[z]/(f). Die adjun-
gierte Nullstelle wird mit o; bezeichnet. Fiir das primitive Element gilt v; = ;. Uber
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L, zerfallt f folgendermafsen:
fla) = (z = a)(@® + (2 + ar)z + (of + 2a1)).

Sei g der zweite Faktor, so wird zur Konstruktion von Ly der Quotientenkorper Lq[x]/(g)
gebildet. Es ist Ly = Ly () = Q(72), wobei v = 2a; + g ist. Mit Ly ist der Zerfallungs-
korper Qy erreicht, da nun die drei Nullstellen o, oy und —2 — oy — a9 in Ly enthalten
sind. Es ist Qf = Q(y) mit v = 7o.

Im néchsten Schritt werden primitive Elemente [3; fiir die Glieder der Korperkette, die
zur Kompositionsreihe (7.1) korrespondiert, gesucht. Fiir i = 1 werden die Koeffizienten
des Polynoms

Jas(x) = H (x — ) = 2° + 62° + 82 — (15 + 8oy + 4ai + 8ajas + 6aias)
o€As

betrachtet. Somit ist 3; = 15 + 8ay + 4a? + 8ajay + 6aiay. Weiter ist B, = 7. An die
Korperkette wird nun eine primitive sechste Einheitswurzel (g adjungiert.

Aus den (; werden mit Hilfe der Lagrangesche Resolvente zyklische Elemente ermittelt,
die iiber dem direkten Unterkorper eine reine Gleichung erfiillen. Fiir ¢ = 1 ist die
bendtigte Faktorgruppe S3/As = ((12)As). Damit berechnet sich w; zu

= (15 + 8y + 4a? + 8ayay + 6aiag) + (—1)(15 + 8y + 4a? + 8ayay + 6aiag) M.
Das Minimalpolynom von w; ist 2% + 515.
Fiir ¢ = 2 ist die Faktorgruppe Ag/{l} = ((123)). Somit ergibt sich:
= oy 4 (2(132) 4 (4,023

(Ergéibe diese Rechnung 0, so wire v durch 72 zu ersetzen.) Das Minimalpolynom von
wy ist ¥ — B — 3B((3 — () = 2® — 2 — 22/=3. Die zyklischen Erweiterungen
ergeben sich also durch die Elemente
w; = V-—515
357 7

Man beachte, dass hier die irreduzible Radlkaldarstellung (siehe Tabelle 4.1) fiir die
primitive dritte Einheitswurzel eingesetzt wurde.

Eine Basis von @f/@ ist durch {1, wy, wy, wiws, w3, wiw3} gegeben. Driickt man die Null-
stellen von f in dieser Basis aus, erhélt man drei Darstellungen durch irreduzible Radi-
kale, von denen eine

\/_\/357 m (

119
288

357

%\/—515\/—_3) = V-3+ 7\/—515

ist
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7.2 f(z)=2°-2

In diesem Beispiel wird das Polynom f(z) = 23 — 2 betrachtet. Dessen Nullstellen sind
offenbar /2, (3¥/2 und C§\9/§ Daraus wird klar, dass die dritten Einheitswurzeln im
Zertallungskorper liegen.

Da die Galoisgruppe von f die Sj ist, wird nach Feststellung der Irreduziblitit, wieder
deren einzige Kompositionsreihe, S3 > Az > {1}, bestimmt.

Uber L, = Q(a1) erhilt man durch Faktorisieren
f(z) = (2 — ) (2 + arz + ).

Fiir Qf = Lo ist v = 204 + a4 ein primitives Element, und die dritte Nullstelle von f ist
—(Oél + OZQ).

Formal weitergefiihrt bestimmt der Algorithmus nun ein primitives Element fiir K7, den
Fixkorper zu Az, aus den Koeffizienten von

Jas(x) = H (x —~7) = 2% — (6 + 6atas).

oEA3

Es gilt also K7 = Q(6 + 6a%as). Nach Hinzufiigen der 6-ten Einheitswurzeln behilt die
entsprechende Beziehung K, = @(6 + 6a2ay) ihre Giiltigkeit. Nun ist die Lagrangesche
Resolvente zu berechnen, wobei als Reprasentant des Erzeugers der Faktorgruppe Ss/As3
wieder die Permutation (12) verwendet wird.

wi = (1,64 60205) = 6+ 6a2ay — (6 + 6a2ay)1?
= 6+ 6ajay —6— 6asay
= 6+ 6ajay — 6+ 6(ajas + af)ay
= 12a%ay + 603

= 12+ 12a3as.

In der Tat wird die quadratische, reine Gleichung z? + 432 nun von w; erfiillt. Wegen
432 = 3 - 12? kann man als endgiiltiges w; vereinfachend 1 + o}y wihlen.

Die Miihe, wo mit der Lagrangeschen Resolvente zu berechnen, kann man sich in diesem
einfachen Beispiel sparen. Es ist ja schon ja,(z) = 0 eine reine Gleichung aus K[z]| mit
v als Nullstelle. Daher ist ws = 207 + .

Da I?l = @ gilt, ist p; = 1 und eine @—Basis von @f schon durch 1,7,~? gegeben. Als
Wurzelausdruck bekommt man auf diesem Wege

%\/—_3\3/6\/—_3.
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Dass das Radikal v/2 dieselben Elemente reprisentiert, verdeutlicht die Bedeutung, die
einer Vereinfachung der Radikaldarstellung zukommt.

7.3 flo)=2"— 23— 2% — 22— 1

In den beiden vorangegangenen Beispielen wurden zwei kubische Polynome untersucht,
so dass die Nullstellen auch mit den Cardanoschen Formeln 4.1.2 durch Radikale aus-
gedriickt werden konnten. Mit f(z) = 2° — 23 — 222 — 22 — 1 wird nun ein Polynom
behandelt, das als irreduzibles Polynom vom Grad 5 nicht durch allgemeine Formeln auf-
l6sbar ist. Das Bestimmen der Nullstellen mit dem vorgestellten Algorithmus verlduft

wie folgt:

Der Isomorphietyp der Galoisgruppe Gy ist Ds. Damit gilt [Qf : Q] = 10, was schon
einen Hinweis darauf gibt, wie die Konstruktion des Zerfillungskorpers ablauft. In der
Erweiterung L; = Q[z]/(f) = Q(ay) erhilt man die irreduziblen Faktoren

T — Qy,
2%+ (—2af + o + 202 + 3a; +2)r — af +ad +af + ay,
und 2%+ (2a] — &2 — 202 — 204 — 2)x — a] +af +2a] + 1.

Durch Adjunktion einer Nullstelle as des letzten Faktors entsteht ein Korper vom Grad
10 iiber Q, der deshalb der Zerfallungskorper von f ist. Die drei weiteren Nullstellen
von fin Qy = Q(v) mit v = 2a; + ay sind

2 3 4 3
a3 = —1—o;—a] —a] +a] + o+ o — ajas,
g = —1—2041—a%—l—a‘f—OzQ—alag—l—&i’&g
und a5 = 2+ 20 + 207+ af —2a] — ay.

Da mehrere Konjugierte zur Galoisgruppe Dj; in der symmetrischen Gruppe vom Grad
5 existieren, ist es nun notig, die Permutationsgruppe zur gewdhlten Nummerierung zu
bestimmen. Dazu werden die Nullstellen, die im primitiven Element auftauchen, injektiv
auf die Menge aller Nullstellen abgebildet. Wenn sich diese Abbildung in @y homomorph
zu einer Bijektion auf den Nullstellen fortsetzen lasst, liegt ein Element der Galoisgrup-
pe vor. Bildet man das Tupel (o, as) auf (g, aq) ab, lasst sich dazu eine automorphe
Fortsetzung in @y finden. Diese entspricht der Permutation (12)(45). Sucht man mit
einer gewissen Systematik weiter, ist (v, as) — (as, aq) die nachste Abbildung, die sich
zu einem Element der Galoisgruppe fortsetzen lasst. Man verifiziert mittels der Grup-
penordnung, dass Gy = ((12)(45), (15)(34)) ist. Dies kann hier auch sehr einfach ohne



73. f(x)=2° — 23— 222 — 20 — 1 81

Computerhilfe geschehen. Da die Gruppe, die von den beiden ermittelten Permutatio-
nen erzeugt wird, offensichtlich nicht zyklisch ist, kann keine echte Untergruppe der
Galoisgruppe vorliegen.

Als eine Kompositionsreihe wird
Gf = G1 > G2 = <(15423)> > Gg = {1}

berechnet, wozu eine korrespondierende Korperkette zu bestimmen ist. Da die Fixkorper
von G und G schon bekannt sind, bleibt noch K, = Fixq,(G2) zu ermitteln. Unter
den Koeflizienten von

Jja, (T H T =

c€Ga

tauchen aufser ganzen Zahlen nur Vielfache von
61 =6+ 207 + ozf + 204:{’ — a‘ll + g + 201009 + 50@&2 — 20[?042
auf. Mit B9 = 2a; + s hat man also die Korperkette
Q=K C Ki(f) = K2 C K3(B) = K5 = Qy

vorliegen. Nach Adjunktion einer primitiven zehnten Einheitswurzel ist [@f : @] = 10,
so dass die Relativgrade in der Korperkette erhalten bleiben.

Um den Zerfillungskorper als Radikalerweiterung darzustellen, wird fiir jede Erwei-
terung in der Korperkette ein primitives Element gesucht, das Nullstelle einer rei-
nen Gleichung ist. Dazu werden die Faktoren der Kompositionsreihe benétigt. Es sind
G1/Gs = ((24)(35)Gs) und Go/G3 = Gy = ((15423)). Mit der primitiven fiinften Ein-
heitswurzel (5 = (%, ergeben sich die beiden Lagrangeschen Resolventen

(_17/81) e 51 _ 6§24)(35) — 251
(C5> 52) = Byt C55§15423) + C§5§14352) + C§5(12534) + C§5(13245)

und deren jeweilige Potenzen

ay, = (—1,0)% =487 = 47

416 377
Qo2 = (C5752)5:E5C5 250C5 250<5 125<5
339 409
+(’_6§S 5"12505 1250C5 62565)°

Damit ist @f =Qs(¢) = Q(\Q/a_g, ¢/az). Dessen Q-Basis ist gegeben durch

{1, g, /as", /a2’ /az", ¥z, az¥/az, aa¥/a3", az/az’, ¥az{/ay' }.
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Fiir jede Nullstelle von f ist zum Abschluss der Berechnungen ein lineares Gleichungs-

system zu losen. Eine Radikaldarstellung fiir die Nullstellen von f erhilt man aus der
Losung fiir aq:

4 5) 8 6
o = (G- G G- Sy
4275 445 o, 1470 5 2205 4

+H= 249 242C5 121C 249 G)V/a2
321 437 619
(—m&) 24245 més 242%)\/_\/_

100105 . 22430 , 40540 , 2575

g6z ¢~ 1330S T 1331 S T 13319 V@
16875 6525 ., 2300 10800

+ 2662 G + 1331C5 1331§5 1331 T3 Ve Ve

4654000 15266875 7609875 8935875
+(— G5 +
+(—

14641 20282 G - 14641 G+ 20282 GV
2083550 1564575 , 759575 , 4171925

14641 >° 29282 > 14641 ® 29282 G)V/aaV/az’
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Fazit und Ausblick

Mehr als 150 Jahre nach der theoretischen Lésung des Problems der Auflosbarkeit von
Polynomgleichungen ist es moglich, diese Losung praktisch zu nutzen. Darin liegt das
Hauptresultat der Arbeit.

Dabei hat sich die Grundidee der untersuchten Methode seit Galois nicht gedndert. Da-
mit kommt der sténdigen Verbesserung der einzelnen im Algorithmus vorkommenden
Schritte eine entscheidende Bedeutung zu. Fiir viele davon sind die Berechnungsmog-
lichkeiten so weit fortgeschritten, dass an ihnen die Behandlung weit komplizierterer
Beispiele als hier geschehen nicht scheitern wiirde. Daran trégt die Weiterentwicklung
der Computertechnik einen wesentlichen Anteil.

Auch aus dieser Arbeit konnen neue Erkenntnisse mitgenommen werden. Gerade bei
der Bestimmung der Galoisgruppe ergeben sich wegen des erst vor kurzem verbesserten
Faktorisierungsalgorithmus neue Mdoglichkeiten, alte Ansétze zu nutzen. Die Berechnung
des Zerfillungskorpers, und darauf aufbauend der Galoisgruppe eines Polynoms, ist fiir
kleine Grade der Erweiterung durchaus effektiv. Dies macht sich gegeniiber anderen
Methoden zur Berechnung der Galoisgruppe positiv bemerkbar, wenn deren Index in der
symmetrischen Gruppe relativ grofs ist. Herkommliche Methoden sind dagegen besonders
schnell, wenn der Index klein ist. Dies alles scheint einen Ansatz, der zwei Methoden
geschickt kombiniert, sehr vielversprechend zu machen.

Die Vereinfachung der Ausgabe sollte bei weiterer Beschéftigung mit dem Thema am
ehesten als néchstes betrachtet werden. Eine weitere Verbesserung des Algorithmus
bringt fiir die Darstellung nicht viel, solange letztere nicht halbwegs iiberschaubar bleibt.
Ansitze dazu finden sich bei LANDAU [21] sowie HORNG und HUANG [16]. Eines der
auftretenden Probleme bei der Vereinfachung liegt im Rechnen mit Wurzelausdriicken.
Auf den ersten Blick wird wohl jeder die Richtigkeit von V2346 = 26 bestétigen.
Bei genauerer Uberlegung fillt jedoch auf, dass die linke Seite der Gleichung bei ent-



84 Kapitel 8. Fazit und Ausblick

sprechender Wahl der Wurzeln auch den Wert 0 annehmen kann. Daher wird versucht,
einen Wurzelausdruck durch andere Vorgehensweisen einfacher darzustellen, ohne die
Genauigkeit der Losungen zu gefdhrden.

Ansonsten liegen Ansatzpunkte fiir weitere Verbesserungen bei den Schwachstellen des
Algorithmus (siehe Abbschnitt 6.1.3). Statt eine Beschleunigung der Berechnungen an-
zustreben, kdnnte man versuchen, alternative Methoden zu verwenden. Liefen sich mit
einer anderen Darstellung des Zerfillungskorpers alle weiteren, notwendigen Berechnun-
gen ausfiihren, konnte man beispielsweise die Bestimmung eines primitiven Elements
umgehen.
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