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Aufgabe 1. Es sei D8 := 〈(1, 2)(3, 4), (1, 3)〉 ≤ S4 die Diedergruppe der Ordnung 8.

a) Bestimmen Sie die Charaktertafel von D8.

b) Es sei Q8 die Quaternionengruppe der Ordnung, vgl. letztes Übungsblatt. Zeigen
Sie: Es gilt CD8

∼= CQ8 als C-Algebren, aber RD8 6∼= RQ8 als R-Algebren.

Aufgabe 2. Es seien F ein Körper, G eine endliche Gruppe sowie X : FG → F n×n

und Y : FG → Fm×m Matrixdarstellungen. Ferner sei T : F n×m → F n×m : Z 7→∑
g∈GX (g)ZY(g−1).

a) Zeigen Sie: Für alle Z ∈ F n×m und g ∈ G gilt X (g)T (Z) = T (Z)Y(g).
b) Es seien X und Y nicht-äquivalente irreduzible Darstellungen. Zeigen Sie: Für

alle 1 ≤ i, j ≤ n und 1 ≤ k, l ≤ m gilt∑
g∈G

X (g)ijY(g−1)kl = 0.

Im Folgenden seien F ein Zerfällungskörper für FG, so dass char(F ) kein Teiler
von |G| ist, und X irreduzibel. ( Ein Körper F heißt Zerfällungskörper für eine
F -Algebra A, falls EndA(V ) ∼= F für alle einfachen A-Moduln V gilt.)

c) Zeigen Sie: Es ist char(F ) kein Teiler von n, und für alle 1 ≤ i, j, k, l ≤ n gilt∑
g∈G

X (g)ijX (g−1)kl = δilδjk
|G|
n
.

Hinweis: Man verwende das Lemma von Schur.

d) Für alle 1 ≤ i ≤ n sei

eXi :=
n

|G|
·
∑
g∈G

g · X (g−1)ii ∈ FG.

Zeigen Sie: Für alle 1 ≤ i, j ≤ n gilt eXi e
X
j = δije

X
i . Ist Y irreduzibel und

nicht äquivalent zu X , so gilt eXi e
Y
j = 0 und eYj e

X
i = 0 für alle 1 ≤ i ≤ n und

1 ≤ j ≤ m.
Hinweis: Man verwende den Satz von Artin-Wedderburn.

e) Zeigen Sie: Es ist 1 =
∑
X
∑Grad(X )

i=1 eXi eine primitive orthogonale Zerlegung
der 1 ∈ FG. Dabei läuft die Summation über die Äquivalenzklassen irreduzibler
Darstellungen X von G.

Aufgabe 3. Es seienK ein Körper undA eineK-Algebra. Weiter sei V ein n-dimensionaler
A-Modul. Mit V ∗ ist der duale Vektorraum bezeichnet. Die zum A-Modul V gehörige
Darstellung sei mit δ : A → Kn×n bezeichnet. Den dualen Vektorraum kann man als
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A-Linksmodul auffassen: va.λ := (v.a)λ für a ∈ A, λ ∈ V ∗ und v ∈ V . Wir fassen nun
V als K-Vektorraum auf. Es seien a ∈ A mit 0 < Kern(δ(a)) ≤ V und p ∈ K[X] ein
Teiler des Minimalpolynoms von δ(a). Man zeige:

V ist genau dann einfach, wenn folgende Aussagen gelten:

a) für alle 0 6= v ∈ Kern(p(δ(a))) gilt vA = V ;

b) es existiert ein 0 6= v′ ∈ Kern(p(δ(a)∗)) mit Av′ = V ∗.

Weiter zeige man: falls p irreduzibel ist und dimk(Kern(p(δ(a)))) = deg(p), so kann
a) ersetzt werden duch

a’) es existiert ein 0 6= v ∈ Kern(p(δ(a))) mit vA = V .

Aufgabe 4. Mithilfe der vorausgehenden Aufgabe, bearbeiten Sie die Aufgabe 1 c) vom
5. Übungsblatt.

Wir wünschen Euch Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr!

Jede Aufgabe hat 4 Punkte.


