Alternativer Beweis filir den Struktursatz von Artin-Wedderburn:

Dies ist ein Textauszug aus einer Vorlesung. In dieser Vorlesung wurde Linksmulti-

plikation und nicht Rechtsmultiplikation verwendet.

(0.1) Definition
Sei R ein Ring mit 1. Dann heifst R°PP := (R, +,*) mit r x s := sr flir s,7 € R der zu R oppositire
Ring. ]

(0.2) Bemerkung
A (EndA(AA))Opp_

Beweis: Fir a € A sei oo : A — A, b — ba die Rechtsmultiplikation mit ¢ € A. Dann ist
0a € Enda(4A) (Assoziativgesetz: g,(bc) = (bc)a = b(ca) = bo,(c)).

Y : A — (Enda(aA))PP a — 04, ist ein K-Algebrenhomomorphismus: 9, + 0p = @q+p ist klar, und
0a * 0b = 0ab Wegen pqp(c) = c(ab) = (ca)b = op(ca) = op(0a(c)) = (b © 0a)(c) = (00 * 0b)(c).

¥ ist injektiv: g, = 0p = a = 0a(1) = (1) = b. ¢ ist surjektiv: sei p € Enda(44), a = (1)
= ¢(b) = p(bl) = bp(1) = ba = ga(b)- n

(0.3) Bemerkung
Sei Vein A-Modul, V; <V 1 <i<l)mit V=V, ®---dV]. Setze

Pir - Pu
B:= : o | l#i; € Homa(V;, Vi)
pu o Yu
B ist mit der {iblichen Matrixmultiplikation eine K-Algebra und es gilt End4 (V) & B.

Beweis: Seien (¢i;), (¥i5) € B. (i) + (¥ij) = (wi; +1i5) € B, da Hom4(V;,V;) ein K-Vektorraum
ist.

. l
(i) (Wig) = (Ti) mit 755 = > 1 ©ip © Uiy
——
€Hom 4 (Vi,V;)
Fir 1 <i<lIseim :V —V, die Projektion auf V;, und u; : V; — V die Einbettung. Fiir ¢ € End4(V)

und 1 < 4,5 <list m; 0o pop; € Homu(V;,V;). Die Abbildung Enda(V) — B, ¢ — (m 0 ¢ o pj)i<ij<i
ist ein K-Algebrenisomorphismus.

(0.4) Hauptsatz (Struktursatz von Artin-Wedderburn fiir halbeinfache Algebren)

Sei A halbeinfach und K Zerfallungskérper von A. Seien Si,...,S, Vertreter der Isomorphieklassen
einfacher A-Moduln, m; := dimg (S;) (1 <1i <n). Setze

A; = Z S< A (1<i<n).
S<aA, S=S;

Dann ist A; auch < A4 (d.h. A; ist zweiseitiges Ideal) fiir alle 1 <14 < n, und es gelten:



(1) A=, A; (direkte Summe von Algebren)!
(2) A; & Km%mi firalle 1 <i <n

(3) dimgc(4) = S0, m?

(1) n = dim (Z(4)).

Beweis: Die Behauptungen (3) und (4) folgen aus (1) und (2): fiir (4) verwende noch Z(K™i*™i)
={a-E,,| a € K}, was aus LA T bekannt ist.

Voriiberlegungen:
(i) A; < A4:Sei S < 44, S einfach, und a € A. = Sa = {0} oder = S als A-Moduln.
(i) A =2Vie--- @V, mitV; <A, V; =8 firl <j<n;, denn:
Seien Vi,...,V,, < A; mit
(@) V;=85,1<j<n
(b) 3271, Vj ist direkt (also dim 5 V; = Y- dim V;)
(c) n; maximal mit den Eigenschaften (a) und (b).

Dann ist 4; =V, @ --- @ V,,, denn sonst existiert ein S < A;, S= S, mit SL V1 @--- @ V,,. Es
folgt SN (V1 @--- @ Vy,) = {0}, da S einfach ist. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét von

n;.
Beweisabschluss:

(1) AinA; = {0} furallel <i#j <n wireS < A;NA,;, S einfach, dann wire S = S; und
S = S; wegen (ii). Damit folgt mit (i): A;4; C A; N A; = {0} fiir alle 1 < # j < n. Zusammen:
A= @?:1 A

(2) Homu(V;, Vi) 2 K, falls V;, Vj, = S;, denn K ist Zerfallungskorper.

Wegen (0.3) folgt Enda(A;) = K™ ™, Aus A= A1 & --- @ A, und A;A;, = {0} fiir j # ¢ folgt
End4(A;) 2 Endy, (4;) (und C ist klar).

Kmixni o (J{nixni)oPP (vig Transponierung). Mit (0.2): A; 2 End 4, (A4;)°PP &2 KMix™i,

Mit (ii) ergibt sich: n? = dimg (A;) = m;n; = m; =n; (da n; #0). n

! Anmerkung zu Punkt (1) von Satz (0.4): sind B,C < Amit A=B®C,dh. A= B+ C und BnC = {0},
dann ist die Struktur von A vollstdndig durch B und C bestimmt, denn wegen BC C BN C gilt BC = {0},
also (b+c)(b' +¢') = bb' + cc fiir alle b, b’ € B,c,c’ € C. Zerlegt man noch 1 = ep +ec mit eg € B,ec € C,
dann folgt epb = (ep + ec)b = 1b = b fiir alle b € B. In (1) aus dem Satz von Artin-Wedderburn bestimmen
die A; die Struktur von A (als Algebral) also vollstandig.



