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Alternativer Beweis für den Struktursatz von Artin-Wedderburn:

Dies ist ein Textauszug aus einer Vorlesung. In dieser Vorlesung wurde Linksmulti-

plikation und nicht Rechtsmultiplikation verwendet.

(0.1) De�nition

Sei R ein Ring mit 1. Dann heiÿt Ropp := (R,+, ∗) mit r ∗ s := sr für s, r ∈ R der zu R oppositäre

Ring. �

(0.2) Bemerkung

A ∼= (EndA(AA))
opp.

Beweis: Für a ∈ A sei %a : A → A, b 7→ ba die Rechtsmultiplikation mit a ∈ A. Dann ist

%a ∈ EndA(AA) (Assoziativgesetz: %a(bc) = (bc)a = b(ca) = b%a(c)).

ψ : A → (EndA(AA))
opp, a 7→ %a, ist ein K-Algebrenhomomorphismus: %a + %b = %a+b ist klar, und

%a ∗ %b = %ab wegen %ab(c) = c(ab) = (ca)b = %b(ca) = %b(%a(c)) = (%b ◦ %a)(c) = (%a ∗ %b)(c).

ψ ist injektiv: %a = %b ⇒ a = %a(1) = %b(1) = b. ψ ist surjektiv: sei ϕ ∈ EndA(AA), a := ϕ(1)

⇒ ϕ(b) = ϕ(b1) = bϕ(1) = ba = %a(b). �

(0.3) Bemerkung

Sei V ein A-Modul, Vi ≤ V (1 ≤ i ≤ l) mit V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl. Setze

B :=



ϕ11 · · · ϕ1l

...
...

ϕl1 · · · ϕll

 |ϕij ∈ HomA(Vj , Vi)

 .

B ist mit der üblichen Matrixmultiplikation eine K-Algebra und es gilt EndA(V ) ∼= B.

Beweis: Seien (ϕij), (ψij) ∈ B. (ϕij) + (ψij) = (ϕij + ψij) ∈ B, da HomA(Vj , Vi) ein K-Vektorraum

ist.

(ϕij)(ψij) = (τij) mit τij =
∑l

k=1 ϕik ◦ ψkj︸ ︷︷ ︸
∈HomA(Vi,Vj)

.

Für 1 ≤ i ≤ l sei πi : V → Vi die Projektion auf Vi, und µi : Vi → V die Einbettung. Für ϕ ∈ EndA(V )

und 1 ≤ i, j ≤ l ist πi ◦ ϕ ◦ µj ∈ HomA(Vj , Vi). Die Abbildung EndA(V ) → B, ϕ 7→ (πi ◦ ϕ ◦ µj)1≤i,j≤l
ist ein K-Algebrenisomorphismus.

(0.4) Hauptsatz (Struktursatz von Artin-Wedderburn für halbeinfache Algebren)

Sei A halbeinfach und K Zerfällungskörper von A. Seien S1, . . . , Sn Vertreter der Isomorphieklassen

einfacher A-Moduln, mi := dimK(Si) (1 ≤ i ≤ n). Setze

Ai :=
∑

S≤AA, S∼=Si

S ≤ AA (1 ≤ i ≤ n).

Dann ist Ai auch ≤ AA (d.h. Ai ist zweiseitiges Ideal) für alle 1 ≤ i ≤ n, und es gelten:
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(1) A =
⊕n

i=1Ai (direkte Summe von Algebren)1

(2) Ai
∼= Kmi×mi für alle 1 ≤ i ≤ n

(3) dimK(A) =
∑n

i=1m
2
i

(4) n = dimK(Z(A)).

Beweis: Die Behauptungen (3) und (4) folgen aus (1) und (2): für (4) verwende noch Z(Kmi×mi)

= {α · Emi | α ∈ K}, was aus LA I bekannt ist.

Vorüberlegungen:

(i) Ai ≤ AA: Sei S ≤ AA, S einfach, und a ∈ A. ⇒ Sa = {0} oder ∼= S als A-Moduln.

(ii) Ai
∼= V1 ⊕ · · · ⊕ Vni mit Vj ≤ Ai, Vj ∼= Si für 1 ≤ j ≤ ni, denn:

Seien V1, . . . , Vni ≤ Ai mit

(a) Vj ∼= Si, 1 ≤ j ≤ ni

(b)
∑ni

j=1 Vj ist direkt (also dim
∑
Vj =

∑
dimVj)

(c) ni maximal mit den Eigenschaften (a) und (b).

Dann ist Ai = V1 ⊕ · · · ⊕ Vni , denn sonst existiert ein S ≤ Ai, S ∼= Si mit S � V1 ⊕ · · · ⊕ Vni . Es

folgt S ∩ (V1 ⊕ · · · ⊕ Vni
) = {0}, da S einfach ist. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalität von

ni.

Beweisabschluss:

(1) Ai ∩ Aj = {0} für alle 1 ≤ i 6= j ≤ n: wäre S ≤ Ai ∩ Aj , S einfach, dann wäre S ∼= Si und

S ∼= Sj wegen (ii). Damit folgt mit (i): AiAj ⊆ Ai ∩Aj = {0} für alle 1 ≤ i 6= j ≤ n. Zusammen:

A =
⊕n

i=1Ai.

(2) HomA(Vj , Vk) ∼= K, falls Vj , Vk ∼= Si, denn K ist Zerfällungskörper.

Wegen (0.3) folgt EndA(Ai) ∼= Kni×ni . Aus A = A1 ⊕ · · · ⊕ An und AjAi = {0} für j 6= i folgt

EndA(Ai) ⊇ EndAi
(Ai) (und ⊆ ist klar).

Kni×ni ∼= (Kni×ni)opp (via Transponierung). Mit (0.2): Ai
∼= EndAi

(Ai)
opp ∼= Kni×ni .

Mit (ii) ergibt sich: n2i = dimK(Ai) = mini ⇒ mi = ni (da ni 6= 0). �

1Anmerkung zu Punkt (1) von Satz (0.4): sind B,C ≤ A mit A = B ⊕ C, d.h. A = B + C und B ∩ C = {0},
dann ist die Struktur von A vollständig durch B und C bestimmt, denn wegen BC ⊆ B ∩ C gilt BC = {0},
also (b+ c)(b′ + c′) = bb′ + cc′ für alle b, b′ ∈ B, c, c′ ∈ C. Zerlegt man noch 1 = eB + eC mit eB ∈ B, eC ∈ C,

dann folgt eBb = (eb + eC)b = 1b = b für alle b ∈ B. In (1) aus dem Satz von Artin-Wedderburn bestimmen

die Ai die Struktur von A (als Algebra!) also vollständig.


